
C2,α-a-priori Abschätzungen

und ein Existenzsatz

für harmonische Abbildungen

mit Finsler'schem Urbild

Diplomarbeit

von

Matthias Schlottbom

Matr.-Nr.: 251942

in Computermathematik

vorgelegt der Fakultät für Mathematik, Informatik und

Naturwissenschaften der

Rheinisch-Westfälischen Technischen Hochschule Aachen

im März 2008

Angefertigt am Institut für Mathematik

bei

Prof. Dr. Heiko von der Mosel





Hiermit erkläre ich, dass ich die vorliegende Arbeit selbstständig angefertigt, nicht ander-

weitig zu Prüfungszwecken vorgelegt und keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel

verwendet habe. Sämtliche wissentlich verwendeten Textausschnitte, Zitate oder Inhalte

anderer Verfasser wurden ausdrücklich als solche gekennzeichnet.

Aachen, den

iii



iv



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

2 Grundlagen und Resultate 7

2.1 De�nitionen und Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Basiskonzepte der Finsler-Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 Harmonische Abbildungen von Finsler-Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . 14

2.4 Jacobi-Feld Abschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5 C2,α-a-priori Abschätzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Stetigkeit und Hölderabschätzungen am Rand 23

3.1 Stetigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Hölderstetigkeit am Rand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 Hölderabschätzungen für den Gradienten im Inneren 31

5 Hölderabschätzungen für den Gradienten am Rand 45

6 C2,α-Abschätzungen 55

7 Existenzsatz 59

Literaturverzeichnis 65

v





Kapitel 1

Einleitung

Sei (M, F ) eine vollständige, berandete, orientierte und kompakte Finsler-Mannigfaltigkeit

der Dimensionm und (N, h) eine vollständige, unberandete Riemann'sche Mannigfaltigkeit

der Dimension n. In dieser Arbeit wollen wir das Dirichlet-Problem harmonischer Abbil-

dungen von M nach N untersuchen, d.h. wir untersuchen die Menge der harmonischen

Abbildungen U : M → N, die auf dem Rand ∂M von M mit einer vorgeschriebenen Ab-

bildung Φ : M → N übereinstimmen. Wir fordern in dieser Arbeit, dass die Abbildung Φ

eine Kleinheitsbedingung erfüllt. Genauer fordern wir, dass Φ(M) Teilmenge eines regu-

lären Balls BL(Q) ⊂ N mit Mittelpunkt Q ∈ N und Radius L > 0 ist. Wir nennen einen

geodätischen Ball

BL(Q) = {P ∈ N : distN(P,Q) ≤ L}

einen regulären Ball, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i)
√
κL < π

2 ,

(ii) C(Q) ∩BL(Q) = ∅.

Wir bezeichnen hierbei mit C(Q) den Schnittort des Mittelpunktes Q, vgl. [GKM, Abschnitt

5.4]. Des Weiteren deklarieren wir mit KN die Schnittkrümmung von N und setzen damit:

κ := max(0, sup
BL(Q)

KN) und ω := min(0, inf
BL(Q)

KN).

Wir fordern also, dass die Schnittkrümmung KN von N durch ω und κ beschränkt ist. Zur

Veranschaulichung geben wir später in diesem Abschnitt einige Beispiele regulärer Bälle.

Darüber hinaus erläutern wir die Bedeutung der Bedingung
√
κL < π

2 .

Mit Hilfe dieser Begri�sbildung können wir unser Hauptresultat, welches wir mit Hil-

fe von a-priori Abschätzungen von harmonischen Abbildungen und der Leray-Schauder-

Abbildungsgrad-Theorie beweisen können, als folgenden Satz formulieren:
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Satz 1.1 (Existenzsatz).

Seien (M, F ) und (N, h) wie oben. Zusätzlich sei (N, h) eine Riemann'sche Mannigfaltigkeit

der Klasse C3. Sei BL(Q) ⊂ N ein regulärer Ball und Φ : M → BL(Q) eine gegebene

Abbildung der Klasse C2,α0(M,N), α0 ∈ (0, 1). Dann existiert eine harmonische Abbildung

U : M → N der Klasse C2,α(M,N) mit U(M) ⊂ BL(Q) und mit U |∂M = Φ|∂M, wobei α

nur von den geometrischen Daten des Problems und der Abbildung Φ abhängt.

Wir geben nun einen Überblick über den Aufbau der Arbeit. Im zweiten Kapitel legen wir

die Notation fest und geben grundlegende Hilfsmittel an, um das Dirichlet-Problem harmo-

nischer Abbildungen mit Finsler'schem Urbild zu lösen. Insbesondere geben wir in Kapitel

2 die De�nition einer harmonischen Abbildung auf einer Finsler-Mannigfaltigkeit. Dazu

führen wir die Energiedichte e(U) einer Abbildung U : M −→ N ein, und stellen dar, wie

durch Integration der Energiedichte e(U) über der Finsler-Mannigfaltigkeit M eine Ener-

gie E(U) der Abbildung U de�niert werden kann. Dabei werden wesentliche Konzepte der

Finsler-Geometrie kurz erläutert. Am Schluÿ von Kapitel 2 formulieren wir in Satz 2.13

die für uns zentrale a-priori Abschätzung von harmonischen Abbildungen bezüglich der

C2,α-Norm.

Im dritten Kapitel verallgemeinern wir ein Resultat von Hildebrandt, Kaul und Widman

[HKW2] über die Stetigkeit harmonischer Abbildungen zwischen Riemann'schen Man-

nigfaltigkeiten. Im Gegensatz zu [HKW2] benutzen wir für den Stetigkeitsbeweis keine

Green'schen Funktionen. Des Weiteren ergänzen wir die a-priori Abschätzungen von har-

monischen Abbildungen auf Finsler-Mannigfaltigkeiten, die kürzlich von von der Mosel und

Winklman in [MW] hergeleitet wurden, siehe Satz 2.12.

In den Kapiteln 4 und 5 verallgemeinern wir die Resultate von Giaquinta und Hildebrandt

[GH] über a-priori Abschätzungen des Gradienten harmonischer Abbildungen zwischen

Riemann'schen Mannigfaltigkeiten, die mit Hilfe molli�zierter Green'scher Funktionen her-

geleitet wurden. Für den Beweis verwenden wir eine Technik, die den Ideen von Campanato

[Ca] folgt und in [GH, Section 7] skizziert ist.

Im sechsten Kapitel zeigen wir, wie mit Hilfe der linearen Theorie der elliptischen, partiel-

len Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung und den vorangegangenen Resultaten höhere

Regularität bewiesen werden kann.

Zum Abschluÿ der Arbeit beweisen wir in Kapitel 7 das in Satz 1.1 angegebene Existenzre-

sultat für harmonische Abbildungen, welches ein Resultat über die Existenz harmonischer

Abbildungen zwischen Riemann'schen Mannigfaltigkeiten von Hildebrandt, Kaul und Wid-

man [HKW1] verallgemeinert. Für den Beweis kombinieren wir wie in [HKW1] die a-priori

Abschätzungen mit der Leray-Schauder-Abbildungsgrad-Theorie. Die Tatsache, dass das

Bild der harmonischen Abbildung U selbst in einem regulären Ball liegt, ist dann eine

Folgerung aus dem schwachen Maximumprinzip.
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Das Resultat aus [HKW1] wurde in einer leicht verbesserten Version von denselben Au-

toren in [HKW2] über einen variationellen Zugang hergeleitet. Dieser erlaubte aber keine

a-priori Abschätzungen.

In dem Fall, dass das Urbild eine Riemann'sche Mannigfaltigkeit ist und die Dimension

m = 1 ist, reduziert sich das Dirichlet-Problem auf Geodätische in N. Dies wurde in den

grundlegenden Arbeiten von Hilbert und Morse studiert. Der Fall m = 2 wurde ausgiebig

von Morrey in [M1] und [M2] sowie von vielen anderen Autoren behandelt. Für mehr In-

formationen dazu verweisen wir auf den Übersichtsartikel von Eells und Lemaire [EL].

Fürm ≥ 3 gibt es Existenzresultate von Eells und Sampson [ES] und Hamilton [Ha], die je-

doch voraussetzen, dass die Schnittkrümmung KN der Zielmannigfaltigkeit N nicht-positiv

ist.

Falls KN beschränkt ist und falls das Urbild eine Riemann'schen Mannigfaltigkeit ist, set-

zen Giaquinta, Hildebrandt, Kaul und Widman in [HKW1], [HKW2] und [GH] voraus,

dass die vorgeschriebenen Randdaten in einem regulären Ball liegen. Mit dieser Kleinheits-

bedingung an das Bild der harmonischen Abbildung U und der gegebenen Randabbildung

Φ, aber mit einer Finsler-Mannigfaltigkeit als De�nitionsbereich operieren von der Mo-

sel und Winklman in [MW]. Für den Beweis der Ergebnisse von [MW] wird anstelle von

Green'schen Funktionen eine geschickte Iterationsprozedur und eine schwache Harnack-

Ungleichung für Sublösungen von linearen partiellen Di�erentialgleichungen eingesetzt.

Das Vorgehen in [MW] basiert auf einem Zugang von Pingen [Pi], der Ideen von Ca�arelli

[Caf] und M. Meier [Me] genutzt hat, um einerseits harmonische Abbildungen zwischen

Riemann'schen Mannigfaltigkeiten und andererseits parabolische Systeme und singuläre

elliptische Systeme zu untersuchen. Diese Kleinheitsbedingung setzen auch wir in dieser

Arbeit voraus. Der Begri� regulärer Ball soll wie oben angekündigt mit den folgenden

Beispielen ein wenig illustriert werden:

1. Falls N einfach zusammenhängend und die Dimension n ≥ 2 ist, sowie für die Schnitt-

krümmung KN ≤ 0 gilt, dann ist jeder Ball in N regulär, vgl. [GKM, Seite 201].

2. Falls N zusammenhängend und orientierbar ist, die Dimension n von N gerade ist,

sowie für die Schnittkrümmung 0 < KN ≤ π gilt, dann ist jeder Ball BL(Q) in N

regulär, vgl. [GKM, Seite 227-228], falls L < π
2
√
κ
.

3. Falls N kompakt, zusammenhängend und nicht-orientierbar ist, die Dimension n von

N gerade ist, 0 < KN ≤ π und L < π
4
√
κ
, so ist jeder Ball BL(Q) in N regulär, vgl.

[GKM, Seite 229-230].

4. Falls N einfach zusammenhängend ist, 0 < κ
4 < KN ≤ κ und L < π

2
√
κ
gilt, so ist

jeder Ball BL(Q) in N regulär, vgl. [GKM, Seite 254].
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5. Wenn N = Sn die Einheitssphäre ist, dann sind alle Bälle, die in der o�enen oberen

Halbsphäre enthalten sind, regulär.

Man nennt eine stetige harmonische Abbildung, die in einen regulären Ball abbildet und

vorgeschriebene Randwerte besitzt, auch kleine Lösung. Ab jetzt beziehen wir uns nur auf

den Fall, dass M eine Riemann'sche Mannigfaltigkeit ist. Hierfür haben Jäger und Kaul in

[JK1] gezeigt, dass es höchstens eine kleine Lösung für das Dirichlet-Problem gibt, sofern

die Randabbildung Φ wenigstens stetig ist. Dieses Resultat ist optimal in der Hinsicht, dass
√
κL ≤ π/2 statt

√
κL < π/2 in der De�nition eines regulären Balles nicht zugelassen ist.

Wir geben folgendes Beispiel aus [GH]. Für m = 1, n = 2 und N = S2 ist jeder Ball B, der

in der oberen o�enen Hemisphäre K enthalten ist, regulär. Aber K ist nicht regulär, denn

jedes Paar von antipodische Punkten auf dem Äquator ∂K kann durch überabzählbar viele

Geodätische, die in B = K enthalten sind, verbunden werden.

Ebenso wichtig ist die Bedingung
√
κL < π/2 für die Existenz harmonischer Abbildungen

mit gewissen Regularitätsanforderungen. In [HKW2, Section 6] wird unter der Vorausset-

zung
√
κL = π/2 ein Beispiel einer unstetigen schwach harmonischen Abbildung gegeben,

die durch die Randdaten beschränkt ist.

Als weiteren Grund für die Bedeutung der Bedingung
√
κL < π/2 geben wir nun ein altes

Beispiel von E. Heinz. Es zeigt, dass es unmöglich ist, a-priori Abschätzungen herzuleiten,

sofern die Bedingung
√
κL < π/2 verletzt ist. Wir betrachten als Zielmannigfaltigkeit die

zweidimensionale Einheitssphäre N = S2 ⊂ R3 und als Urbildmannigfaltigkeit M = R1.

Eine Abbildung u : R1 → S2 ist harmonisch, wenn folgende Gleichung gilt:

ü+ u|u̇|2 = 0.

Damit sind für jeden Parameter p ∈ N die Abbildungen up : R1 → S2, de�niert durch

up(t) := (cos pt, sin pt, 0), harmonisch. Es gilt aber |u̇p(t)| = p. Also sehen wir, dass man

keine a-priori Schranken an den Gradienten der harmonischen Abbildung, die nur von den

geometrischen Parametern von M und N abhängen, herleiten kann.

Zuletzt wollen wir noch erwähnen, dass es für den Fall, dass das Dirichlet Problem nur

nicht-reguläre Lösungen oder dass es neben regulären auch nicht-reguläre Lösungen hat,

viele Resultate aus dem Bereich der partiellen Regularitätstheorie gibt, welche die mögli-

chen Singularitäten klassi�zieren. Ein bekanntes Resultat aus diesem Bereich stammt von

Giaquinta und Giusti, [GG]. Es besagt, dass die Hausdor�-Dimension der singulären Punk-

te einer Abbildung U mit endlicher Energie und beschränktem Bild, die ein Minimum des

Energiefunktionals bezüglich fester Randdaten ist, kleiner oder gleich m − 3 ist. Für den

Fall m = 3 kann U höchstens isolierte singuläre Punkte haben. Das schon oben genannte

Beispiel aus [HKW2, Section 6] gibt eine solche unstetige schwach harmonische Abbildung

U an. Für eine Einführung in die partielle Regularitätstheorie verweisen wir auf das Buch
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[GM] von Giaquinta und Martinazzi.

Zum Abschluÿ möchte sich der Autor für die groÿe Unterstützung, die ihm von Prof. Dr.

Heiko von der Mosel bei der Erstellung der Arbeit entgegengebracht wurde, herzlich be-

danken.





Kapitel 2

Grundlagen und Resultate

2.1 De�nitionen und Notation

Wir möchten zu Beginn unsere Notation festlegen. Für eine Abbildung u : Rm → Rn,

u = (u1, . . . , un), de�nieren wir:

|u|2 :=
n∑
i=1

(ui)2 = uiui,

Dαu
i :=

∂ui

∂xα
für α ∈ {1, . . . ,m}, i ∈ {1, . . . , n},

∇u := (Dαu
i) i=1,...,n
α=1,...,m

,

|∇u|2 := Dαu
iDαu

i,

wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention verwenden, d.h. sich wiederholende grie-

chische Indizes werden automatisch von 1 bis m summiert, sich wiederholende lateinische

Indizes von 1 bis n. Auÿerdem benutzen wir stillschweigend die Identi�kation Rm×n ∼= Rmn

für m, n ∈ N.
Weiterhin bezeichnen wir für eine o�ene MengeG ⊂ Rm mit L2(G) den Raum der bezüglich

des Lebesguemaÿes quadratisch integrierbaren Funktionen und mit

W 1,2(G) := {u ∈ L2(G) : ∀α = 1, . . . ,m, ∃uα ∈ L2(G) :∫
G
uα(x)ϕ(x) dx = −

∫
G
u(x)Dαϕ(x) dx ∀ϕ ∈ C∞0 (G)}

den Sobolevraum vom Grad 1 zum Exponenten 2. Die Funktionen Dαu := uα heiÿen

schwache Ableitung von u, und u nennen wir eine Sobolevfunktion. Versehen mit der

Norm

‖u‖W 1,2(G) := ‖u‖L2(G) +
m∑
α=1

‖Dαu‖L2(G)

7
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wird der Raum W 1,2(G) zu einem Banachraum. Der Raum W 1,2
0 (G) ist der Abschluss des

Raumes C∞0 (G) bezüglich der W 1,2-Norm und ist ebenfalls ein Banachraum. Der Raum

W 1,2(G,Rn) besteht gerade aus denjenigen Funktionen u : G → Rn, für die jede Kom-

ponente ui, i = 1, . . . , n, eine Sobolevfunktion ist. Zwei Sobolevfunktionen u und v sind

gleich, wenn sie für L1-fast alle x ∈ G übereinstimmen. Wenn wir von Suprema von So-

bolevfunktionen sprechen, meinen wir die essentiellen Suprema. Falls wir auf eine spezielle

Eigenschaft einer Sobolevfunktion u schlieÿen, dann bedeutet dies, dass es einen Reprä-

sentanten u∗ in der Äquivalenzklasse von u gibt, der diese Eigenschaft hat. Mit diesem

Repräsentanten werden wir dann in der Regel weiterarbeiten.

Für 1 ≤ p <∞ und λ ≥ 0 de�nieren wir den Campanato-Raum Lp,λ(G) wie folgt:

Lp,λ(G) := {u ∈ Lp(G) : sup
x0∈G
ρ>0

ρ−λ
∫
G∩Bρ(x0)

|u− ux0,ρ|p dx <∞},

wobei ux0,ρ :=
∫
G∩Bρ(x0) u dx := 1

meas(G∩Bρ(x0))

∫
G∩Bρ(x0) u dx den Mittelwert von u auf

G ∩Bρ(x0) bezeichne. Wir de�nieren auf dem Campanato-Raum Lp,λ(G) die Seminorm

[u]pp,λ := sup
x0∈G
ρ>0

ρ−λ
∫
G∩Bρ(x0)

|u− ux0,ρ|p dx,

und die Norm

‖u‖Lp,λ(G) := ‖u‖Lp(G) + [u]p,λ ,

so dass der Campanato-Raum mit dieser Norm ein Banachraum ist. Wir bezeichnen mit

Ck(G) den Raum aller k-mal stetig di�erenzierbaren, reellwertigen Funktionen, wobei k ∈
N und G ⊂ Rm eine o�ene Menge sei. Dahin gegen bezeichne Ck(G) diejenige Teilmenge

von Ck(G), deren Elemente sich bis zur k-ten Ableitung stetig auf G fortsetzen lassen. Sei

nun α ∈ (0, 1). Wir de�nieren die Hölderhalbnorm von u wie folgt:

Hölα,Gu := sup
x,y∈G
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

.

Dann ist der Hölderraum der Ordnung k zum Exponenten α de�niert durch:

Ck,α(G) := {u ∈ Ck(G) : Hölα,G∂γu <∞ ∀ |γ| = k}.

Versehen mit der Norm

‖u‖Ck,α(G) := ‖u‖Ck(G) +
∑
|γ|=k

Hölα,G∂
γu

ist der lineare Raum Ck,α(G) ein Banachraum.

Für weitere Begri�e aus dem Bereich der partiellen Di�erentialgleichungen verweisen wir
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auf die Literatur, z.B. [GT]. Wir werden im Folgenden immer in lokalen Koordinaten

rechnen. Dazu de�nieren wir die folgenden Mengen

Σ5d := {x = (x′, xm) ∈ Rm : |x′| < 5d, 0 < xm < 5d},

Σ0
5d := {x = (x′, 0) ∈ Rm : |x′| ≤ 5d}.

Für x0 = (x′0, 0) ∈ Σ0
d de�nieren wir

SR(x0) := BR(x0) ∩ {xm > 0} und

Σ0
R(x0) := {x = (x′, 0) ∈ Rm : |x′ − x′0| < R}.

Wir bemerken, dass Σ5d ∪Σ0
5d und BR(x0) ∩ {xm ≥ 0} o�ene Mengen in E für E := {x ∈

Rm : xm > 0} sind. Wir nennen E auch den oberen Halbraum des Rm oder kurz Rm
+ .

Wir wollen nun die in dieser Arbeit vorkommenden Objekte der Di�erentialgeometrie ein-

führen. Eine genauere Einführung in dieses Gebiet ist z.B. in den Büchern [GKM] für die

Riemann'sche Geometrie oder [BCS] für die Finsler-Geometrie zu �nden.

De�nition 2.1.

Eine Mannigfaltigkeit Mm der Dimension m ist ein topologischer Hausdor�raum, so dass

jeder Punkt aus Mm eine Umgebung besitzt, die homöomorph zu einer o�enen Teilmenge

des Rm ist.

Mm ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn jeder Punkt aus Mm eine Umgebung besitzt,

die homöomorph zu einer o�enen Teilmenge des abgeschlossenen Halbraums Rm
+ ist. Die

Punkte von Mm, die eine Umgebung homöomorph zum Rm haben, werden innere Punk-

te genannt und diese bilden das Innere int(Mm) von Mm. Die anderen Punkte werden

Randpunkte genannt. Wir schreiben mit ∂Mm die Menge der Randpunkte von Mm.

Daher ist eine Mannigfaltigkeit lokal kompakt und lokal zusammenhängend. Also ist eine

zusammenhängende Mannigfaltigkeit wegzusammenhängend. Wir wollen bemerken, dass

E mit der Relativtopologie des Rm ein topologischer Raum ist. O�ene Teilmengen von E

sind also gerade diejenigen Mengen V , für die eine o�ene Menge W ⊂ Rm existiert mit

W ∩E = V . Für die Begri�e lokale Karte, lokale Koordinaten, Atlas, Tangentialraum oder

di�erenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse Ck usw. verweisen wir z.B. auf [Au, 1.2, 1.3,

1.4]. Der Rand ∂Mm 6= ∅ einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit M der Klasse Ck ist

selbst eine Ck-di�erenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n−1 ohne Rand, siehe [Au,

Thm. 1.63]. Wir de�nieren jetzt den Begri� der Riemann'schen Mannigfaltigkeit, siehe z.B.

[J2, Def. 1.4.1].

De�nition 2.2.

Eine Riemann'sche Mannigfaltigkeit der Klasse Ck ist ein Paar (Nn, h), wobei Nn eine
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Mannigfaltigkeit der Klasse Ck und h eine Riemann'sche Metrik ist. Eine Riemann'sche

Metrik ist gegeben durch ein Skalarprodukt auf jedem Tangentialraum TpN
n, welches vom

Fuÿpunkt p ∈ Nn abhängt.

In lokalen Koordinaten x = (x1, . . . , xn) von N ist die Metrik h durch die positiv de�nite,

symmetrische Matrix (hij(x))i,j=1,...,n gegeben, d.h.

hij = hji und hijξ
iξj > 0

für alle 0 6= (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn. Das Produkt zweier Tangentialvektoren v, w ∈ TpNn mit

Koordinaten (v1, . . . , vn) und (w1, . . . , wn) ist dann gegeben durch

〈v, w〉 := hij(x(p))viwi.

Speziell gilt für die Basisvektoren ∂
∂xi

, i = 1, . . . , n, vgl. [GKM, Seite 7], von TpN
n die

Identität 〈 ∂
∂xi
, ∂
∂xj
〉 = hij . In der De�nition der Basisvektoren tauchen Ableitungen der

Koordinatenwahl x auf. Sind die Koordinatenwechsel Ck-regulär, so ist im Allgemeinen

hij(x(p)) noch Ck−1-regulär. Die Komponenten Γijk des Levi-Civita-Zusammenhangs, siehe

[GKM, Abschnitt 3.5], stehen in folgendem Zusammenhang mit den Komponenten hij des

Fundamentaltensors bezüglich der Karte x

Γlij =
1
2
hlk
[
∂hjk
∂xi

+
∂hki
∂xj

− ∂hij
∂xk

]
.

Die Komponenten Γijk des Zusammenhangs von Levi-Civita sind die klassischen Christo�el-

Symbole zweiter Art. An obiger Identität erkennt man, dass die Christo�el-Symbole Γijk
noch Ck−2-regulär sind, falls die Koordinaten x k-mal stetig di�erenzierbar sind. Die Kom-

ponenten des Levi-Civita-Zusammenhangs sind also im Allgemeinen eine Di�erentiations-

stufe schlechter als die Komponenten des Fundamentaltensors.

2.2 Basiskonzepte der Finsler-Geometrie

Kommen wir nun zu dem Konzept der Finsler-Mannigfaltigkeit.

De�nition 2.3.

Sei M eine m-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit. Bezeichne mit TxM den Tangentialraum

an x ∈M und TM :=
⋃
x∈M TxM das Tangentialbündel von M. Jedes Element aus TM hat

die Form (x, y) mit x ∈M und y ∈ TxM. Eine Finsler-Struktur auf M ist eine Funktion

F : TM→ [0,∞)

mit den folgenden Eigenschaften:
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1. Regularität : F ist C∞ auf dem geschlitzten Tangentialbündel TM \ 0 := {(x, y) ∈
TM | y 6= 0}.

2. Positive Homogenität : F (x, λy) = λF (x, y) für alle λ > 0.

3. Strikte Konvexität : Die m×m-Matrix

gαβ(x, y) :=
([

1
2
F 2

]
yαyβ

(x, y)
)
α,β=1,...,m

ist positiv-de�nit in jedem Punkt aus TM \ 0. Die Matrix (gαβ) wird auch der Fun-

damentaltensor genannt.

Das Paar (M, F ) wird Finsler-Mannigfaltigkeit genannt.

Die Koe�zienten des Cartan-Tensors sind gegeben durch

Aαβγ(x, y) :=
F

2
∂gαβ
∂yγ

(x, y).

Bei der De�nition der Koe�zienten des Cartan-Tensors sind wir der Konvention in [BCS,

Seite 30 (2.1.6)] gefolgt, damit sind gαβ(x, y) und Aαβγ(x, y) positiv homogen vom Grad

Null. Mit anderen Worten, diese Gröÿen sind invariant unter der Skalierung λ 7→ λy. Der

Cartan-Tensor misst die Abweichung einer Finsler-Struktur von einer Riemann'schen im

folgenden Sinne: Die Finsler-Struktur ist Riemann'sch, d.h. F (x, y)2 = gαβ(x)yαyβ , genau

dann, wenn die Koe�zienten des Cartan-Tensors verschwinden.

Sei nun und im Folgenden (M, F ) eine m-dimensionale, glatte, orientierte Finsler-Man-

nigfaltigkeit und χ : Ω → Rm eine lokale Karte auf einer o�en Menge Ω ⊂ M mit lo-

kalen Koordinaten (x1, . . . , xm). Ein Punkt (x, y) ∈ TM kann durch Bündelkoordinaten

(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) = (xα, yα), α = 1, . . . ,m, identi�ziert werden, wobei die letzten m

Komponenten gegeben sind durch

y = yα
∂

∂xα

∣∣∣∣
x

∈ TxM.

Wir werden im Folgenden nicht zwischen dem Punkt (x, y) und seiner Koordinatendar-

stellung (xα, yα) unterscheiden. In dieser Arbeit wollen wir Aussagen über harmonische

Abbildungen mit einer Finsler-Mannigfaltigkeit als Urbild herleiten. Wir erwarten also,

mit energieminimierenden Abbildungen zu arbeiten. Hierzu müssen die folgenden grund-

legenden Fragen beantwortet werden. Wie kann die Energie einer Abbildung geeignet ver-

allgemeinert werden und wie misst man diese Energie?

Dazu wollen wir jetzt zuerst einige Ergebnisse aus [MW] zusammenfassen. Hierzu vergrö-

ÿern wir allerdings vorher noch unseren theoretischen Rahmen. Wir bezeichnen mit

π : TM→M, π(x, y) := x
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die natürliche Projektion von TM auf die Basismannigfaltigkeit M und machen die folgende

De�nition.

De�nition 2.4.

π∗TM :=
⋃

(x,y)∈TM\0 Tπ(x,y)M =
⋃

(x,y)∈TM\0 TxM ist das mittels π zurückgeholte (pull-

back) Bündel von TM. Analog bezeichnen wir mit π∗T ∗M das mittels π zurückgeholte

Kotangentialbündel von T ∗M.

Die beiden Vektorbündel π∗TM und π∗T ∗M haben zwei global de�nierte, zueinander duale

Schnitte, nämlich den ausgezeichneten Schnitt

l(x, y) := lα(x, y)
∂

∂xα
:=

yα

F (x, y)
∂

∂xα

und die Hilbert Form

ω(x, y) := ωα(x, y)dxα :=
∂F

∂yα
(x, y)dxα.

Wir fassen hier ∂
∂xα als Schnitt von π∗TM und dxα als Schnitt von π∗T ∗M auf.

Weiter sind durch

γαβρ =
1
2
gασ
(
∂gρσ
∂xβ

+
∂gσβ
∂xρ

−
∂gβρ
∂xσ

)
die formalen Christo�el-Symbole (zweiter Art) gegeben. Hiermit können wir einen nichtli-

nearen Zusammenhang auf TM\0, den so genannten Ehresmann-Zusammenhang, gegeben

durch die Koe�zienten
1
F
Nα
β := γαβκl

κ −Aαβκγκρσlρlσ,

de�nieren. Dabei ist Aαβκ := gαµAµβκ.

Mit diesen Koe�zienten können wir folgende lokale Schnitte von T (TM\0) und T ∗(TM\0)

de�nieren:
δ

δxβ
:=

∂

∂xβ
−Nα

β

∂

∂yα

und

δyα := dyα +Nα
β dx

β.

Man kann nachweisen, dass
{

δ
δxα , F

∂
∂yα

}
und

{
dxα, δy

α

F

}
zueinander duale Basen für das

Tangentialbündel bzw. das Kotangentialbündel bilden. Man führt diese neuen Basen we-

gen ihrem schönen Transformationsverhalten unter Koordinatenwechseln ein, vgl. [MW,

Lemma 2.2]. Mit diesen Basen kann man die so genannte Sasaki-Metrik

G := gαβ(x, y)dxα ⊗ dxβ + gαβ(x, y)
δyα

F (x, y)
⊗ δyβ

F (x, y)

de�nieren. Sie de�niert eine Riemann'sche Metrik auf TM \ 0.

Wie oben schon angedeutet spielt die Skalierungsinvarianz bezüglich der y-Komponente in

der Finsler-Geometrie eine besondere Rolle. Wir de�nieren daher:
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De�nition 2.5.

Die Menge SM := {(x, [y]) : (x, y) ∈ TM} heiÿt Sphärenbündel, welches aus den Strahlen

(x, [y]) := {(x, ty) : t > 0} besteht.
Die Menge I := {(x, y) ∈ TM \ 0 : F (x, y) = 1} heiÿt Indikatrixbündel.

Aufgrund der Skalierungsinvarianz sind die Objekte gαβ ,
δyα

F , G usw. auf SM sinnvoll.

Präziser lässt sich dieser Sachverhalt formulieren, indem wir einen Bezug zwischen SM

und dem Indikatrixbündel I herstellen. Dazu betrachten wir folgenden Di�eomorphismus

ι : SM −→ I, ι(x, [y]) =
(
x,

y

F (x, y)

)
.

Das Indikatrixbündel I ist eine orientierte Hyper�äche in TM\0. Via ι kann man SM auch

als orientierte (2m − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von TM \ 0 au�assen. Insbe-

sondere induziert die Sasaki-Metrik eine Riemann'sche Metrik GSM mit einer Volumenform

dVSM auf SM. Da wir im späteren Verlauf der Arbeit fast immer in lokalen Koordinaten

rechnen, benötigen wir eine Darstellung der Volumenform dVSM in lokalen Koordinaten.

Sei χ : Ω −→ Rm eine lokale Karte von M mit Koordinaten (x1, . . . , xm) und Sm−1 ⊂ Rm

die m− 1-dimensionale Einheitssphäre. Wir betrachten die Abbildung

Ξ : Ω× Sm−1 −→ I ⊂ TM \ 0, Ξ(x, θ) =
(
x,

y

F (x, y)

)
,

wobei

y = y(x, θ) := yα(θ)
∂

∂xα

∣∣∣∣
x

, (2.1)

und yα die Kartesischen Koordinaten von θ ∈ Sm−1 sind, d.h.

θ = (y1(θ), . . . , ym(θ)). (2.2)

Damit können wir die folgende Proposition aus [MW, Prop. 2.3] wiedergeben, die es uns

erlaubt, Integrale über SM in lokalen Koordinaten auszudrücken.

Proposition 2.6.

Sei χ : Ω→ Rm eine lokale Karte von M und sei f : SM ⊂ TM \ 0 −→ R eine integrable

Funktion mit Träger in π−1(Ω). Dann gilt∫
SM

f(x, y) dVSM =
∫

Ω

(∫
Sm−1

f
(
x,

y

F (x, y)

)det gαβ(x, y)
F (x, y)m

dσ

)
dx.

Hierbei ist dσ das Standardvolumenelement auf der m − 1-dimensionalen Einheitssphäre

Sm−1, dx = dx1 ∧ . . . ∧ dxm und y = y(x, θ) für (x, θ) ∈ Ω× Sm−1 wie in (2.1) und (2.2)

de�niert.
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In [MW] wird beispielhaft der Fall betrachtet, dass die Finsler-Struktur Riemann'sch ist,

d.h. F 2(x, y) = gαβ(x)yαyβ . Für eine integrable Funktion f : M→ R mit Träger in Ω und

trivialer Fortsetzung durch 0 auf SM wird dort die Relation

1
meas(Sm−1)

∫
SM

f dVSM =
∫

M
f dVM (2.3)

gezeigt.

2.3 Harmonische Abbildungen von Finsler-Mannigfaltigkei-

ten

Sei nun zusätzlich zum vorherigen Abschnitt (N, h) eine Riemann'sche Mannigfaltigkeit

der Dimension n. Es bezeichnen hij die Koe�zienten der Metrik h. Sei U : M −→ N

eine hinreichend oft di�erenzierbare Abbildung. In diesem Abschnitt de�nieren wir die

Energiedichte e(U) der Abbildung U und geben die schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen

für harmonische Abbildungen von Finsler-Mannigfaltigkeiten an. Wir de�nieren nun analog

zu [MW] die Energiedichte e(U) : SM −→ [0,∞) durch

e(U)(x, [y]) :=
1
2
gαβ(x, y)

∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
hij(u). (2.4)

Hierbei ist u eine lokale Darstellung von U bezüglich der Koordinaten (xα) auf M und der

Koordinaten (ui) auf N. Die Autoren von [MW] sind bei dieser De�nition [Mo] und [SZ]

gefolgt.

Die Energie E(U) der Abbildung U ist damit gegeben durch

E(U) :=
1

meas(Sm−1)

∫
SM

e(U) dVSM. (2.5)

Die Integration wird bezüglich der Sasaki-Metrik auf SM durchgeführt. Im Hinblick auf

(2.3) fällt diese De�nition der Energie mit derjenigen für Riemann'sche Mannigfaltigkeiten

zusammen, falls U eine Abbildung zwischen Riemann'schen Mannigfaltigkeiten ist. Die im

Folgenden benötigte lokalisierte Energie de�nieren wir durch die Setzung EΩ(U) := E(U |Ω)

für Restriktionen von U auf o�ene Teilmengen Ω von M.

Wie im Riemann'schen Fall sagen wir, dass U ∈ W 1,2
loc (Ω,N) ∩ L∞(Ω,N) schwach har-

monisch in Ω ⊂⊂ M ist, falls die erste Variation der lokalisierten Energie EΩ in U ver-

schwindet. Wir nennen U schwach harmonisch auf M, wenn U schwach harmonisch für

alle Ω ⊂⊂ M ist. Wir de�nieren dabei den Sobolevraum W 1,2(int(M),Rn) als denjenigen

Raum, der alle messbaren Funktionen f : M→ Rn enthält, so dass f ◦ χ−1 ∈W 1,2
loc (G,Rn)

für alle Karten χ von M mit G := Bild(χ) ⊂ E. Der Halbraum E ⊂ Rm ist in De�nition 2.1

de�niert worden. In dieser Arbeit betrachten wir ausschlieÿlich Abbildungen, die in einen
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regulären Ball BL(Q) abbilden. Es sei an die Tatsache, dass die Komposition einer W 1,2-

Funktion mit einer C1-Funktion wieder eine W 1,2-Funktion ist, erinnert. Wir bezeichnen

mitW 1,2(int(M),N) := W 1,2(int(M),N,Ψ) den Raum aller Funktionen f : M→ N, deren

Bild sich durch eine einzige Karte Ψ, unabhängig von f , parametrisieren lässt und für die

Ψ ◦ f ∈W 1,2(int(M),Rn) gilt.

Sei nun Ω ⊂⊂ M und χ : Ω −→ Rm eine lokale Karte von M. Wir setzen G := χ(Ω).

Aus (2.5) und Proposition 2.6 folgt, dass die Energie E in lokalen Koordinaten gegeben ist

durch das quadratische Funktional

EΩ(U) =
1
2

∫
G
Aαβ(x)

∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
hij(u) dx,

wobei

Aαβ(x) =
∫
Sm−1

gαβ(x, y)
det gαβ(x, y)
F (x, y)m

dσ. (2.6)

Wir untersuchen nun die Di�erenzierbarkeit von x 7→ Aαβ(x). Per De�nition der Finsler-

Struktur ist x 7→ F (x, y) di�erenzierbar, denn nach der De�nition von Ξ im vorherigen

Abschnitt ist hier (x, y) ∈ TM \ 0. Weiter ist x 7→ det gαβ(x, y) als Polynom in gαβ(x, y)

di�erenzierbar. Man kann die Inverse gαβ von gαβ über die adjungierte Matrix berechnen.

Es stellt sich heraus, dass die Einträge von gαβ(x, y) gebrochen rationale Funktionen in

gαβ(x, y) mit Nenner det gαβ(x, y) > 0 sind, mithin di�erenzierbar bezüglich x. Also haben

wir in (2.6) einen stetig di�erenzierbaren Integranden. Für die Di�erenzierbarkeit von

x 7→ Aαβ(x) betrachten wir nun einen Punkt x0 ∈ V ⊂⊂ G, wobei V eine o�ene Menge ist.

Die stetige Ableitung des Integranden ist insbesondere auf V beschränkt. Das endliche Maÿ

der Einheitssphäre Sm−1 liefert dann zusammen mit der Beschränktheit eine integrable

Majorante auf V . Ein Satz über die Di�erenzierbarkeit parameterabhängige Integrale liefert

schlieÿlich die Di�erenzierbarkeit von x 7→ Aαβ(x) auf V . Da x0 ∈ G beliebig war, haben

wir die gewünschte Di�erenzierbarkeitseigenschaft hergeleitet. Dies erweist sich bei den

Abschätzungen in Kapitel 4 und Kapitel 5 als nützlich. Höhere Di�erenzierbarkeit erhalten

wir mit genau der gleichen Argumentation, da wir aus der De�nition der Finsler-Struktur

die Regularität von F und damit auch von gαβ und gαβ kennen.

Den Autoren von [MW] folgend formulieren wir die schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen

von E: ∫
G
Aαβ(x)

∂ui

∂xα
∂ϕi

∂xβ
dx =

∫
G

Γlij(u)Aαβ(x)
∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
ϕl dx (2.7)

für alle ϕ ∈ C∞0 (G,Rn). Mit Γlij bezeichnen wir die Christo�elsymbole der Riemann'schen

Metrik h. Wir erinnern an unsere Konvention ∂
∂xα mit Dα abzukürzen. Damit setzen wir

f l(v) := Γlij(v)Aαβ(x)Dαv
iDβv

j ,

E(v) := Aαβ(x)Dαv
iDβv

jhij(v),

und
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P(v) := Aαβ(x)Dαv
lDβv

l − f l(v)vl.

Nehmen wir nun an, dass die Komponenten gαβ der Finsler-Metrik die Elliptizitätsbedin-

gung

λ|ξ|2 ≤ gαβ(x, y)ξαξβ ≤ µ|ξ|2

für alle ξ ∈ Rm und für alle (x, y) ∈ TM\0 mit Konstanten 0 < λ ≤ µ <∞ erfüllen. Dann

gilt auch die folgende Strukturbedingung für Gleichung (2.7):

λ∗|ξ|2 ≤ Aαβ(x)ξαξβ ≤ µ∗|ξ|2 (2.8)

für alle ξ ∈ Rm und für alle x ∈ G mit

λ∗ =
λm

µ1+m
2

, µ∗ =
µm

λ1+m
2

.

Wir bemerken, dass (2.8) gilt, falls M kompakt ist.

2.4 Jacobi-Feld Abschätzungen

In diesem Abschnitt wollen wir Abschätzungen angeben, die uns helfen, die Nichtlinearitä-

ten in (2.7) zu kontrollieren. Auÿerdem geben wir einige wichtige Resultate über bestimmte

Koordinatenwahlen, die unsere Abschätzungen in der Hinsicht �verschönern�, dass weniger

geometrische Parameter in die Konstanten ein�ieÿen. Genauer hängen unsere Konstanten

nicht mehr von den kovarianten Ableitungen der Krümmung KN von N ab, sondern nur

noch von den Krümmungsschranken selbst.

Folgendes Lemma stellt sich als essentielles Hilfsmittel heraus, denn es erlaubt uns die Ein-

führung von Normalkoordinaten um jeden Punkt P aus BL(Q), die um P zentriert sind,

zur De�nition des Begri�s Normalkoordinaten siehe z.B. [J2, Def. 1.4.4].

Lemma 2.7.

Es gelte L < π
2
√
κ
, und es sei BL(Q), Q ∈ N, ein regulärer Ball. Dann gibt es zu je

zwei Punkten P1 und P2 aus BL(Q) genau eine ganz in BL(Q) verlaufende geodätische

Verbindungskurve der Länge distN(P1,P2), wobei distN(·, ·) die Abstandsfunktion der

Riemann'schen Metrik auf N ist. Die Geodätische ist auÿerdem frei von Paaren konjugierter

Punkte.

Beweis. siehe [J2].

Also können wir eine �Normalkarte� Ψ : BL(Q) → Rn für jeden Punkt P ∈ BL(Q), die

auf P zentriert ist, einführen. Wir bezeichnen mit (v1, . . . , vn) die zu Ψ gehörenden Nor-

malkoordinaten. Dann bezeichnen wir mit hij(v) die Koe�zienten des metrischen Tensors
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auf N bezüglich der Karte Ψ. Weiterhin seien Γlik(v) die zugehörigen Christo�elsymbole

zweiter Art. Der Punkt P hat dann die Koordinaten (0, . . . , 0) und für P ′ ∈ BL(Q) mit

Koordinaten v gilt für |v|2 := vivi die Identität |v| = distN(P ′,P) ≤ 2L < π√
κ
. Speziell

gilt für Normalkoordinaten (u1, . . . , un) zentriert um Q die Ungleichung |u| ≤ L < π
2
√
κ
. Es

erweisen sich folgende Hilfsfunktionen bei unseren Abschätzungen als nützlich

aσ(t) :=

t
√
σ cot (t

√
σ), wenn σ > 0, 0 ≤ t < π√

κ
,

t
√
−σ coth (t

√
−σ), wenn σ ≤ 0, 0 ≤ t <∞,

bσ(t) :=


sin (t

√
σ)

t
√
σ

, wenn σ > 0, 0 ≤ t < π√
κ
,

sin (t
√
−σ)

t
√
−σ , wenn σ ≤ 0, 0 ≤ t <∞.

Wir bemerken, dass bω und aω streng monoton steigend und bκ sowie aκ streng monoton fal-

lend sind. Auÿerdem gilt aκ( π
2
√
κ

) = 0. Mit diesen Festlegungen können wir als Folgerungen

aus den Rauch'schen Vergleichssätzen folgende Abschätzungen für die Christo�el-Symbole

formulieren.

Lemma 2.8.

Seien (v1, . . . , vn) Normalkoordinaten auf N mit einer beliebigen Normalkarte ΨQ um Q,

so dass Q die Koordinaten (0, . . . , 0) hat. Weiter erfülle die Schnittkrümmung KN von N

die Abschätzung ω ≤ KN ≤ κ für −∞ < ω ≤ 0 ≤ κ < ∞. Dann gelten für alle v mit

|v| < π√
κ
und für alle ξ ∈ Rn die folgenden Abschätzungen

{δij − aω(|v|)hij(v)}ξiξj ≤ Γlij(v)vlξiξj ≤ {δij − aκ(|v|)hij(v)}ξiξj , (2.9)

b2κ(|v|)|ξ|2 ≤ hij(v)ξiξj ≤ b2ω(|v|)|ξ|2. (2.10)

Beweis. siehe [HKW2, Lemma 1].

Als Konsequenz von (2.9) und (2.10) erhalten wir für jede positiv semi-de�nite Matrix

(Aαβ) ∈ Rm×m und für jede Matrix (ξiα) ∈ Rn×m, vgl. [MW, Formel (4.3), (4.4)],

Aαβξiαξ
j
β − aω(|v|)Aαβξiαξ

j
βhij(v) ≤ Γlij(v)vlAαβξiαξ

j
β

≤ Aαβξiαξ
j
β − aκ(|v|)Aαβξiαξ

j
βhij(v), (2.11)

b2κ(|v|)Aαβξiαξ
j
β ≤ A

αβξiαξ
j
βhij(v) ≤ b2ω(|v|)Aαβξiαξ

j
β. (2.12)

Als Folgerung aus (2.11) ergibt sich die folgende Abschätzung

aκ(|v|)E(v) ≤ P(v). (2.13)
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Die Gröÿen E(v) und P(v) haben wir im vorherigen Abschnitt de�niert.

Statt des in (2.11) auftauchenden Terms Γlij(v)vlAαβξiαξ
j
β werden wir im Verlauf der Ar-

beit auch den Term Γlij(v)Aαβξiαξ
j
β abschätzen müssen. Hierfür führen wir die aus Kom-

paktheitsgründen wohlde�nierte Zahl Γ0 als das In�mum aller Zahlen Γ ein, für die die

Ungleichung

|Γlik(u)ξiξkηl| ≤ Γ|ξ|2|η| für alle u ∈ BL(Q) und für alle ξ, η ∈ Rn,

gilt, wobei u Normalkoordinaten um Q seien und Γlik(u) die dazugehörigen Christo�el-

Symbole. Die Zahl Γ0 kann in Termen der kovarianten Ableitungen des Riemann'schen

Krümmungstensors auf N abgeschätzt werden, vgl. mit der Bemerkung in [HKW2, Seite

4] bzw. mit den Resultaten aus [Ka]. Damit folgt

|Γlij(u)Aαβξiαξ
j
βηl| ≤ µ

∗Γ0|ξ|2|η| (2.14)

für alle u ∈ BL(Q), ξ ∈ Rn×m und η ∈ Rn. Zur Erlangung von a-priori Abschätzun-

gen können wir uns mit der Konstanten Γ0 zufrieden geben. Eine geometrisch einfachere

Abhängigkeit der Konstanten von der Geometrie des Gebietes ergibt sich, wenn nur Ab-

hängigkeiten von den Krümmungsschranken vonKN auftreten. Dies können wir durch eine

andere Wahl von Koordinaten erreichen. Das folgende Resultat wurde in [JK2] hergeleitet.

Lemma 2.9.

Sei N eine vollständige Riemann'sche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Es bezeichne KN

die Schnittkrümmung von N. Weiterhin sei BL(Q) eine Kugel in N mit Radius L und

Mittelpunkt Q und mit den Krümmungsschranken

ω = min(0, inf
BL(Q)

KN), κ = max(0, sup
BL(Q)

KN).

Dann existieren eine Zahl L′ abhängig von L und n mit L′ ≤ L, eine Zahl Γ0 > 0 abhängig

von L, n, ω, κ und eine Karte

u = Ψ(P), P ∈ BL′(Q),

auf BL′(Q), so dass Ψ(Q) = 0, und so dass

|Γlik(u)ξiξkηl| ≤ Γ0|ξ|2|η| für alle u ∈ BL′(Q) und für alle ξ, η ∈ Rn,

wobei Γlik(u) die Christo�el-Symbole zweiter Art für die Komponenten hij(u) des Funda-

mental Tensors bezüglich der Karte Ψ sind. Weiter existiert eine Zahl c = c(n, ω, κ), so

dass

|hik(u)− δik| ≤ c distN(P,Q),

wobei u = Ψ(P).
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Die Koordinaten aus Lemma 2.9 werden auch Karcher -Koordinaten genannt. Auf ihre Ver-

wendung werden wir später genauer eingehen.

Folgendes Lemma stellt eine Verbindung zwischen dem euklidischen Abstand und dem Ab-

stand auf der Riemann'schen Mannigfaltigkeit N her und �ndet in Kapitel 4 Verwendung.

Lemma 2.10.

Seien P1, P2 zwei Punkte in BL(Q) mit den Koordinaten p1 und p2. Dann gelten die

Abschätzungen

bκ(L)|p1 − p2| ≤ distN(P1,P2) ≤ bω(L)|p1 − p2|.

Beweis. siehe [Pi, Lemma 2.7].

Ein weiteres essentielles Hilfsmittel ist das kürzlich in [MW] hergeleitete Resultat:

Lemma 2.11 (Sublösung und lokale Energieabschätzung).

Sei v eine Darstellung von U in Normalkoordinaten um P ∈ BL(Q).

(i) (Sublösung) Falls |v| < π
2
√
κ
auf einem Gebiet G ⊂ Rm. Dann gilt

Dα(Aαβ(x)Dβ|v|2) ≥ 0 in G.

(ii) (Lokale Energieabschätzung) Falls |v| ≤ L auf B4R(x0) ⊂ B4d(0) ⊂ Rm, dann gilt

R2−m
∫
BR(x0)

E(v) dx ≤ C
[
M2(4R)−M2(R)

]
,

wobei

M(r) := sup
Br(x0)

|v|, 0 ≤ r ≤ 4R.

Die Konstante C hängt nur von m,λ, µ, κ und L ab.

Beweis. siehe [MW, Lemma 4.1].

Weitere für uns relevante Resultate aus [MW] fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz 2.12.

Sei (M, F ) eine Finsler-Mannigfaltigkeit mit Rand und (N, h) eine vollständige, unberan-

dete Riemann'sche Mannigfaltigkeit. Sei χ : Ω → B4d eine lokale Karte von M. Es gelte

für die Komponenten der Finsler-Metrik gαβ(x, y) die Strukturbedingung

λ|ξ|2 ≤ gαβ(x, y)ξαξβ ≤ µ|ξ|2
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für alle ξ ∈ Rm und für alle (x, y) ∈ TM \ 0 mit Konstanten 0 < λ ≤ µ < ∞. Weiterhin

sei BL(Q) ⊂ N ein regulärer Ball. Schlieÿlich sei U : M → N eine schwach harmonische

Abbildung mit U(Ω) ⊂ BL(Q). Bezeichne mit u eine Darstellung von U bezüglich χ und

Normalkoordinaten Ψ um Q, d.h. u = Ψ ◦ U ◦ χ−1. Dann ist U hölderstetig und es gilt die

Abschätzung

Hölα,Bdu := sup
x,y∈Bd
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≤ Cd−α

mit Konstanten 0 < α < 1 und C > 0, die nur von m, λ, µ, L, ω und κ, aber nicht von

d > 0 abhängen.

Insbesondere ist U stetig im Innern von M. Weiterhin existiert eine Zahl i1 abhängig von

m, λ, µ, L, ω und κ, so dass für alle Bälle B4R(x0) ⊂ B4d und für R̃ := 4−i1R gilt:

osc
BR̃(x0)

u ≤ L

bω(L)
.

Beweis. siehe [MW, Thm. 1.1] und den zugehörigen Beweis.

2.5 C2,α-a-priori Abschätzung

Wir nehmen nun weiterhin an, dass die Finsler-Mannigfaltigkeit M kompakt ist und einen

(regulären) Rand besitzt. Auÿerdem sei die Riemann'sche Mannigfaltigkeit N von der Klas-

se C3. Für einen endlichen Atlas (χi,Ωi), i = 1, . . . , k, von M, für α ∈ (0, 1) und für einen

regulären Ball BL(Q) ⊂ N mit Karte Ψ : BL(Q)→ Rn de�nieren wir

‖U‖C2,α(M,N) :=
k∑
j=1

‖uj‖C2,α(χ(Ωj),Rn),

wobei uj = Ψ ◦U ◦χ−1
j , j = 1, . . . , k, eine Darstellung von U : M→ N ist. Wir sagen, dass

U ∈ C2,α(M,N) ist, wenn ‖U‖C2,α(M,N) <∞. Damit geben wir neben dem Existenssatz 1.1

unser zweites Hauptresultat:

Satz 2.13.

Sei BL(Q) ein regulärer Ball und Φ : M → BL(Q) ⊂ N eine gegebene Abbildung der

Klasse C2,α0(M,N), α0 ∈ (0, 1). Dann existiert eine Zahl K > 0, die nur abhängig ist von

m,n,L, κ, ω, α0, ‖Φ‖C2,α0 (M,N), der Finsler-Struktur von M und der Riemann'schen Metrik

von N und eine Zahl α, die nur von m,µ, λ, κ, ω, α0 und L abhängt, so dass

‖U‖C2,α(M,N) ≤ K

für jede (schwach) harmonische Abbildung U : M → N mit U(M) ⊂ BL(Q) und mit

U |∂M = Φ|∂M gilt.
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Der Beweis dieses Satzes gliedert sich, wie in der Einleitung beschrieben, in die oben

genannten Resultate von [MW] über die Stetigkeit und lokale Hölderstetigkeit, der globa-

len Stetigkeit, Satz 3.1, und globalen Hölderstetigkeit in Kapitel 3, Satz 3.4, der inneren

Hölderstetigkeit des Gradienten in Kapitel 4, Satz 4.5, der globalen Hölderstetigkeit des

Gradienten in Kapitel 5, Satz 5.4, und der C2,α-Regularität in Kapitel 6.

In Kapitel 7 beweisen wir den in der Einleitung gegebenen Existenzsatz, Satz 1.1, mit Hilfe

von Satz 2.13. Abschlieÿend bemerken wir:

Bemerkung 2.14.

Damit die Konstanten möglichst einfach von den geometrischen Daten des Problems ab-

hängen, können wir Lemma 2.9 verwenden, um ein L′ ≤ L zu erhalten, welches schon

durch L und n bestimmt ist. Wir formulieren die beiden Hauptresultate dann für BL′(Q)

statt für BL(Q). An den Stellen, an denen diese Wahl der Koordinaten eingeht, werden

wir nochmals darauf hinweisen. Diese Stellen sind genauer zum einen die Herleitung von

(4.18) und zum anderen die Herleitung von (5.11).





Kapitel 3

Stetigkeit und Hölderabschätzungen

am Rand

3.1 Stetigkeit

In diesem Abschnitt beweisen wir die Stetigkeit schwach harmonischer Abbildungen, deren

Bild in einem regulären Ball liegen. Wir benutzen die Stetigkeit, um Hölderabschätzun-

gen harmonischer Abbildungen am Rand der Finsler-Mannigfaltigkeit M zu beweisen. Der

folgende Satz wurde schon in [HKW2, Thm. 4] für den Fall, dass das Urbild eine Rie-

mann'sche Mannigfaltigkeit ist, in ähnlicher Weise formuliert. Allerdings verzichten wir

hier im Beweis auf den Gebrauch von Green'schen Funktionen und verwenden Ergebnisse,

die kürzlich in [MW] hergeleitet wurden.

Satz 3.1.

Sei U ∈W 1,2(int(M),N) eine schwach harmonische Abbildung, die in einen regulären Ball

BL(Q) abbilde. Wenn die Spur von U auf ∂M stetig ist, dann ist U stetig auf M, d.h.

U ∈ C0(M,N).

Beweis. Die Stetigkeit von U in int(M) wurde schon in [MW] bewiesen, siehe Satz 2.12.

Es verbleibt also, die Stetigkeit von U auf ∂M zu zeigen. Sei Ω eine Umgebung eines

Punktes P ∈ ∂M. Weiter sei χ eine Karte, die Ω homöomorph auf Σ5d abbildet, so dass

χ(∂M ∩ Ω) = Σ0
5d ist und P die Koordinaten (0, . . . , 0) hat. Sei im Folgenden x0 ∈ Σ0

d(0).

Nach Lemma 2.7 existiert zu je zwei Punkten aus BL(Q) genau eine ganz in BL(Q)

verlaufende Geodätische und diese ist unter allen Verbindungskurven die kürzeste. Sei

γ : [0, 1] → BL(Q) die Geodätische, die Q mit U(χ−1(x0)) in BL(Q) verbindet. Nach [J2,

23
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Lemma 1.4.5] sind Geodätische nach Bogenlänge parametrisiert. Mit Qt := γ(t) erhalten

wir somit

distN(Q,Qt) = t dist(Q,Q1). (3.1)

Für jedes t und jedes hinreichend kleine, im Beweis noch zu wählende R, betrachten wir

die Randwertaufgabe

−Dα(Aαβ(x)Dβwt,R) = 0 in SR(x0), (3.2)

wt,R − |vt|2 ∈W 1,2
0 (SR(x0)). (3.3)

Hierbei sei vt die Darstellung von U in Normalkoordinaten um Qt, insbesondere gilt also

|vt(y)|2 = dist 2
N(U(χ−1(y)),Qt). Einen Beweis der eindeutigen Lösbarkeit dieser linearen

elliptischen partiellen Di�erentialgleichung zweiter Ordnung �ndet man z.B. in [GT, Thm.

8.3]. Für die Lösung wt,R gilt nach [GT, Thm. 8.27] für alle 0 < r ≤ R und y ∈ Σ0
R(x0)

osc
SR(x0)∩Br(y)

wt,R ≤ c
[
rαR−α sup

SR(x0)∩BR(y)
|wt,R|+ σ(

√
r R)

]
mit Konstanten α = α(m,λ, µ) und c = c(m,λ, µ,R) und

σ(r) = osc
∂SR(x0)∩Br(y)

wt,R = osc
∂SR(x0)∩Br(y)

|vt|2.

Die letzte Gleichheit gilt wegen wt,R−|vt|2 ∈W 1,2
0 (SR(x0)). Für r klein genug gilt ∂SR(x0)∩

Br(y) ⊂ Σ0
R(x0). Damit und wegen der Voraussetzung |vt|2 ∈ C0(Σ0

5d(0)) folgt: σ(ρ) −→
ρ→0

0.

Hieraus schlieÿen wir:

osc
SR(x0)∩Br(y)

wt,R −→
r→0

0.

Also ist lim
x→y

x∈ΣR(x0)

wt,R(x) = wt,R(y) wohlde�niert, und wt,R ist stetig in jedem Punkt aus

Σ0
R(x0). Damit ergibt sich die Identität

lim
x→x0

x∈ΣR(x0)

wt,R(x) = wt,R(x0) = |vt(x0)|2 = dist 2
N(U(χ−1(x0)),Qt). (3.4)

Zu beliebigem y ∈ SR(x0) mit Bρ(y) ⊂ SR(x0) betrachten wir die nach [GT, Thm. 8.3]

eindeutige Lösung θ ∈W 1,2
0 (SR(x0)) von∫

SR(x0)
Aαβ(x)DαϕDβθ dx =

∫
Bρ(y)

ϕdx für alle ϕ ∈W 1,2
0 (SR(x0)). (3.5)

Insbesondere ist θ also eine Superlösung des Operators Dα(AαβDβ). Wir folgern aus dem

schwachen Maximumprinzip, siehe [GT, Thm. 8.1],

inf
SR(x0)

θ ≥ 0. (3.6)
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Setzen wir ϕ := vtη für η ∈ C∞0 (SR(x0)) mit η ≥ 0 als Testfunktion in die schwachen

Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7) ein, so erhalten wir folgende Identität∫
SR(x0)

Aαβ(x)Dα|vt|2Dβη dx = −2
∫
SR(x0)

P(vt)η dx (3.7)

für alle η ∈ C∞0 (SR(x0)), η ≥ 0 und durch Approximation auch für alle η ∈W 1,2
0 (SR(x0))

mit η ≥ 0 Lm-f.ü. in SR(x0). Wir setzen nun in die schwachen Formulierung von (3.2) θ

als Testfunktion ein: ∫
SR(x0)

Aαβ(x)Dαwt,RDβθ dx = 0.

Diese Gleichung subtrahieren wir nun von (3.7) mit η := θ, was auf die Gleichung∫
SR(x0)

Aαβ(x)Dα(|vt|2 − wt,R)Dβθ dx = −2
∫
SR(x0)

θP(vt) dx

führt. Wir schätzen diese Identität jetzt ab, indem wir in die Integralgleichung (3.5)

ϕ := |vt|2 − wt,R ∈ W 1,2
0 (SR(x0)) als gültige Testfunktion einsetzen und die Abschätzung

aκ(|vt|)E(vt) ≤ P(vt), siehe (2.13), zusammen mit (3.6) benutzen:∫
Bρ(y)

(
|vt|2 − wt,R

)
dx

=
(3.5)

∫
SR(x0)

Aαβ(x)Dα(|vt|2 − wt,R)Dβθ dx

= −2
∫
SR(x0)

θP(vt) dx

≤ −2
∫
SR(x0)

aκ(|vt|)E(vt)θ dx.

Damit erhalten wir aufgrund der im zweiten Kapitel bemerkten Monotonie von s 7→ aκ(s)

die im weiteren Verlauf dieses Beweises wichtige Ungleichung:∫
Bρ(y)

(
|vt|2 − wt,R

)
dx ≤ −2aκ

(
sup
SR(x0)

|vt|
) ∫

SR(x0)
E(vt)θ dx. (3.8)

Da BL(Q) ein regulärer Ball ist, können wir ein L1 ∈ R mit π
2
√
κ
> L1 > L wählen, so dass

insbesondere aκ(L1) > 0 gilt.

Wir de�nieren die Funktion ϑ : [0, 1] → R , t 7→ lim supx→x0
|vt(x)|. Zur Wohlde�niertheit

von ϑ bemerken wir, dass |vt(x)| = distN(U ◦ χ−1(x),Qt) ≤ 2L für alle x ∈ Σd(0).

Beh.: ϑ ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante distN(Q,Q1).

Dazu machen wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung für die Metrik distN(·, ·), vgl. [J2,
Lemma 1.4.1], folgende Überlegung für t1 ≤ t2 ∈ [0, 1] und x ∈ Σd(0):

distN(U(χ−1(x)),Qt2) + distN(Qt2 ,Qt1) ≥ distN(U(χ−1(x)),Qt1) und

distN(U(χ−1(x)),Qt1) + distN(Qt1 ,Qt2) ≥ distN(U(χ−1(x)),Qt2).
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Damit erhalten wir: ∣∣ distN(U(χ−1(x)),Qt2)− distN(U(χ−1(x)),Qt1)
∣∣

≤ distN(Qt2 ,Qt1)

=
(∗)

distN(Qt2 ,Q)− distN(Qt1 ,Q)

=
(3.1)

t2 distN(Q1,Q)− t1 distN(Q1,Q)

= |t2 − t1| distN(Q1,Q)

Zu (∗) bemerken wir, dass für t ∈ [0, 1] die Punkte Qt alle auf der Geodätischen γ liegen.

Somit gilt weiter:∣∣ |vt2(x)| − |vt1(x)|
∣∣ =

∣∣ distN(U(χ−1(x)),Qt2)− distN(U(χ−1(x)),Qt1)
∣∣

≤ |t2 − t1| distN(Q1,Q).

Schlieÿlich liefern uns die bekannten Rechenregeln für lim sup und lim inf:

|ϑ(t2)− ϑ(t1)|

=
∣∣∣∣lim sup
x→x0

|vt2(x)| − lim sup
x→x0

|vt1(x)|
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣lim sup
x→x0

|vt2(x)|+ lim inf
x→x0

(−|vt1(x)|)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣lim sup
x→x0

(|vt2(x)| − |vt1(x)|)
∣∣∣∣

≤ lim sup
x→x0

(|t2 − t1| distN(Q1,Q))

= |t2 − t1| distN(Q1,Q).

Damit ist die Lipschitzstetigkeit von ϑ gezeigt.

Wir behaupten weiter, dass ϑ(t) ≤ L1 für alle t ∈ [0, 1] gilt.

Angenommen dies ist nicht so, dann existiert wegen ϑ(0) ≤ L ein t0 > 0 mit ϑ(t0) = L1.

Folglich gilt für ein hinreichend kleines R die Ungleichung aκ(supSR(x0) |vt0 |) > 0, da

π

2
√
κ
> L1 = ϑ(t0) = lim sup

y→x0

|vt0(y)| = lim
R→0

sup
SR(x0)

|vt0(y)|.

Damit ist die rechte Seite der Integralungleichung (3.8) nicht positiv, also die linke Seite

kleiner oder gleich Null. Betrachten wir den Grenzprozess ρ → 0, so erhalten wir aus den

Konvergenzeigenschaften des Mittelwertintegrals

|vt0(y)|2 ≤ wt0,R(y) für fast alle y ∈ SR(x0).

Kombinieren wir diese Ungleichung mit der Identität (3.4), so ergibt sich

ϑ2(t0) ≤ lim sup
y→x0

wt0,R(y) = dist 2
N(U(χ−1(x0)),Qt0)

≤ dist 2
N(U(χ−1(x0)),Q) ≤ L2 < L2

1,



Kapitel 3. Stetigkeit und Hölderabschätzungen am Rand 27

was uns zu einem Widerspruch führt.

Also gilt insbesondere für t = 1

ϑ(1) ≤ L1. (3.9)

Betrachten wir nun abermals die Integralungleichung (3.8) für t = 1, so können wir wieder

die linke Seite gegen Null nach oben hin abschätzen, wenn wir R im Hinblick auf (3.9)

genügend klein wählen, also so klein, dass aκ(supSR(x0) |v1|) > 0 gilt. Wir erhalten wie

eben |v1(y)|2 ≤ w1,R(y). Also können wir mit (3.4)

|v1(y)|2 ≤ w1,R(y) −→
y→x0

w1,R(x0) =
(3.3)

v1(x0)

= dist 2
N(U ◦ χ−1(x0), U ◦ χ−1(x0)) = 0

schlieÿen, und folglich gilt limy→x0 v1(y) = v1(x0) = 0. Damit ist die Stetigkeit von U in

x0 gezeigt. Da x0 ∈ Σ0
d(0) beliebig war und wir beliebige Randumgebungen Ω betrachtet

haben, folgt die Stetigkeit von U auf ganz M.

3.2 Hölderstetigkeit am Rand

Sei U : M→ N eine harmonische Abbildung, die eine Koordinatenumgebung Ω ⊂M eines

Punktes P ∈ ∂M in einen regulären Ball BL(Q) ⊂ N abbildet. Zudem sei χ : Ω→ Σ5d eine

Karte, die Ω homöomorph und surjektiv auf den Abschluss der Menge Σ5d abbildet und

für die gilt

χ(∂M ∩ Ω) = Σ0
5d.

Für x0 = (x′0, 0) ∈ Σ0
d de�nieren wir

σ(t) := osc
Σ0
t (x0)

u.

Weiter sei g ∈ C0,α0(Σ5d,Rn) eine vorgegebene Abbildung mit u|Σ0
5d

= g|Σ0
5d
. Damit wir

a-priori Abschätzungen für die Hölderhalbnorm von u am Rand zeigen können, zitieren

wir zuerst einen Satz aus [MW]. Dieser erlaubt es uns, die Oszillation osc Σd∩Bρ(y) u gegen

Cρα, für y ∈ Σd und ρ hinreichend klein, abzuschätzen. Hieraus folgern wir dann die

Hölderstetigkeit von u am Rand.

Satz 3.2.

Wenn σ(R) < L
bω(L) und wenn

2L+ bω(L)σ(R) <
π√
κ
,

dann existiert ein R∗ = R∗(λ, µ, L, ω, κ,m) ∈ (0, R], so dass für alle ρ ∈ (0, R∗]

osc
Sρ(x0)

u ≤ C
[( ρ

R∗

)β
osc
SR(x0)

u+ σ
(√

ρR
)]
,

wobei C = C(λ, µ, L, κ,m) und β = β(λ, µ,m) ∈ (0, 1).
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Beweis. siehe [MW, Thm. 5.1].

Um Satz 3.2 anwenden zu können, zeigen wir die folgenden zwei Behauptungen:

1. Beh.: Es existiert ein R ≤ d mit osc Σ0
R(x0) u <

L
bω(L) für x0 ∈ Σ0

d, wobei R nur von den

Parametern λ, µ, L, ω, κ, α0 und Hölα0,Σ0
5d
g abhängt.

Beweis. Sei ρ ≤ d. Für x 6= y ∈ Σ0
ρ(x0) gilt: |x − y| ≤ 2ρ. Dies impliziert 1

2 ≤
ρ
|x−y| und

somit gilt 1 ≤ 2α0 ρα0

|x−y|α0
, wobei α0 ∈ (0, 1] der Hölderexponent der Randabbildung g ist.

Damit erhalten wir

osc
Σ0
ρ(x0)

u = sup
x,y∈Σ0

ρ(x0)
x 6=y

|u(x)− u(y)| ≤ sup
x,y∈Σ0

ρ(x0)
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α0

ρα02α0

≤ 2α0ραHölα0,Σ0
5d
g ≤ Cρα0 . (3.10)

Damit folgt die Existenz eines R ≤ d, so dass osc Σ0
R(x0) u <

L
bω(L) . Dabei hängt R nur von

λ, µ, L, ω, κ, α0 und von Hölα0,Σ0
5d
g ab.

Wegen π√
κ
−2L > 0, kann man R bei Bedarf noch weiter verkleinern, so dass auch folgende

Behauptung ihre Gültigkeit erhält:

2. Beh.: Es existiert ein R ≤ d, so dass die erste Behauptung gilt, und, so dass 2L +

bω(L)σ(R) < π√
κ
, wobei R von den gleichen Parametern wie in der ersten Behauptung

abhängt.

Damit sind insbesondere die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfüllt.

Bemerkung 3.3.

Im Existenzsatz wird eine Schar von Randabbildungen gt = tg auftauchen. Wie man leicht

einsieht, hängt die Konstanten C in (3.10) von der Hölderhalbnorm der vorgegebenen

Randabbildung g ab. Für t = 1 wird diese jedoch wegen der speziellen Gestalt von gt

maximal. Damit können wir jede so erhaltene Konstante Ct durch C1 gleichmäÿig bezüglich

t nach oben abschätzen. Somit erzielen wir die Anwendbarkeit der a-priori Abschätzungen

im späteren Beweis des Existenzsatzes.

Sei nun y ∈ Σd ∪ Σ0
d und x0 := (y1, . . . , ym−1, 0) ∈ Σ0

d die orthogonale Projektion von y

auf Σ0
d und 0 < ρ ≤ R∗

8 , wobei R∗ = R∗(λ, µ, L, ω, κ,m) die Konstante aus Satz 3.2 ist.

Nun unterscheiden wir folgende Fälle:

1. Fall: B4ρ(y) ∩ Σ0
R(x0) = ∅

Damit sind die Voraussetzungen der inneren a-priori Abschätzungen von u erfüllt und wir

erhalten

osc
Bρ(y)∩Σd

u ≤ osc
Bρ(y)

u ≤ C2γργ .
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Hierbei bezeichnen wir mit γ den Hölderexponenten von u aus Satz 2.12.

2. Fall: B4ρ(y) ∩ Σ0
d(x0) 6= ∅

Dann können wir wie folgt abschätzen:

osc
Bρ(y)∩Σd

u ≤ osc
S8ρ(x0)∪Σ0

8ρ(x0)
u =

(Satz 3.1)
osc

S8ρ(x0)
u

≤
Satz 3.2
8ρ≤R∗

C

[(
8ρ
R∗

)β
2L+ osc

Σ0√
8ρR

u

]

≤
(3.10)

C

[(
8ρ
R∗

)β
2L+ C2α0ρα0/2Rα0/2

]
≤ C max

(
ρβ, ρα0/2

)
.

Insgesamt erhält man also

osc
Bρ(y)∩Σd

u ≤ Cρα für alle y ∈ Σd ∪ Σ0
d, (3.11)

mit Konstanten C = C(d,m, λ, µ, ω, κ, L,Hölα0,Σ0
5d(0)g), α = min (β, α0/2) und ρ ≤ R∗

8 .

Mit folgenden Abschätzungen erhalten wir die Hölderstetigkeit von u am Rand. Seien nun

x, y ∈ Σd.

1. Fall: |x− y| < R∗

8

|u(x)− u(y)| ≤ osc
B|x−y|(y)

u ≤ C|x− y|α

2. Fall: |x− y| ≥ R∗

8

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≤ |u(x)− u(y)|
|x− y|α

(
8|x− y|
R∗

)α
≤ C̃

wobei die Konstante C̃ nur von den Daten des Problems abhängt.

Wir klären nun durch ein Skalierungsargument die Abhängigkeit der Konstanten von dem

Radius d. Für x ∈ B1(0) ist ρx ∈ Bρ(0) und damit ist ũ(x) := u(ρx) auf B1(0) wohl-

de�niert. Wir berechnen im Folgenden die Di�erentialgleichungen, die von ũ erfüllt wer-

den. Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7) des Energiefunktionals erhalten wir für

ϕ ∈ C∞0 (Σρ(0),Rn):∫
Σρ(0)

Aαβ(x)Dαu
iDβϕ

i dx =
∫

Σρ(0)
Γlij(u)Aαβ(x)Dαu

iDβu
jϕl dx.

Mit der Substitution z = x/ρ und dem induzierten Isomorphismus zwischen C∞0 (Σρ(0),Rn)

und C∞0 (Σ1(0),Rn) ist dies äquivalent zu:∫
Σ1(0)

Ãαβ(z)
1
ρ
Dαũ

i 1
ρ
Dβϕ̃

iρn dz =
∫

Σ1(0)
Γlij(ũ)Ãαβ(z)

1
ρ
Dαũ

i 1
ρ
Dβũ

jϕ̃lρn dz

für alle ϕ̃ ∈ C∞0 (Σ1(0),Rn), wobei Ãαβ(z) := Aαβ(ρz) die skalierte Matrix bezeichne.

O�enbar erfüllt auch die skalierte Matrix die Strukturbedingung (2.8). Die gerade erhal-

tenen (schwachen) Di�erentialgleichungen besitzen also dieselbe Struktur wie die Euler-

Lagrange-Gleichungen des Energiefunktionals. Damit können wir die bislang hergeleiteten
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Abschätzungen für die skalierte Funktion ũ ebenso durchführen, wobei hier die Konstanten

nicht von dem Radius d abhängen. Die Beobachtung Hölα,Σ1(0)ũ = ραHölα,Σρ(0)u impliziert

schlieÿlich die Gültigkeit des folgenden Satzes.

Satz 3.4.

Sei u eine Darstellung von U in Normalkoordinaten zentriert um Q auf BL(Q). Weiter sei

g ∈ C0,α0(Σ5d,Rn) gegeben mit u|Σ0
5d

= g|Σ0
5d
. Dann existieren Konstanten C = C(m,λ,

µ, ω, κ, L,Hölα0,Σ0
5d(0)g) und α = α(m,α0, λ, µ, L, ω, κ), so dass folgende Abschätzung gilt:

Hölα,Σd(0)u ≤ Cd−α.

Damit ist die Hölderstetigkeit von u am Rand bewiesen und die Hölderhalbnorm von u

zum Exponenten α ist a-priori abgeschätzt.



Kapitel 4

Hölderabschätzungen für den

Gradienten im Inneren

Sei Ω ⊂ int(M) o�en und χ : Ω → B4d(0) eine lokale Karte von M. Sei weiterhin u eine

Darstellung von U in Normalkoordinaten um Q in BL(Q). Sei nun x0 ∈ Bd(0) beliebig

und R < min(4−i1d/4, 1), dabei ist i1 = i1(n,m, λ, µ, κ, ω, L) die Konstante aus Satz 2.12.

Wir wollen nun Hölderabschätzungen für den Gradienten ∇u von u �nden. Die Beweis-

technik dazu, die in [GH, Section 7] skizziert ist, vermeidet Green'sche Funktionen und

basiert im Wesentlichen auf Aussagen von Campanato, [Ca], über lineare elliptische Dif-

ferentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koe�zienten. Wir werden zu Typen

von Abschätzungen gelangen, die es uns erlauben, das �Dirichlet Growth Theorem� von

Morrey, welches weiter unten im Text zitiert wird, anzuwenden. Damit schlieÿen wir auf

die Hölderstetigkeit von u zu höheren Exponenten. Die Kenntnis von diesem verbesser-

ten Hölderexponenten kombiniert mit Lemma 2.11 lässt uns folgern, dass u Element eines

Campanato-Raumes ist. Daraus schlieÿen wir dann auf die Hölderstetigkeit des Gradienten

∇u von u.

In Satz 2.12 und in Satz 3.1 konnten wir zeigen, dass u ∈ C0,σ0(Bd(0),Rn) für ein

σ0 = σ0(m,λ, µ, L, ω, κ) ∈ (0, 1] und dass die Höldernorm von u nur durch diese Da-

ten und den Radius d abgeschätzt ist. Aus den schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen

des Energiefunktionals (2.7) ergeben sich folgende schwache Di�erentialgleichungen mit

konstanten Koe�zienten:∫
BR(x0)

Aαβ(x0)Dαu
iDβϕ

i dx

=
∫

BR(x0)

[
Aαβ(x0)−Aαβ(x)

]
Dαu

iDβϕ
i dx +

∫
BR(x0)

f l(u)ϕl dx (4.1)

31
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für alle ϕ ∈W 1,2
0 (BR(x0),Rn) ∩ L∞(BR(x0),Rn). Diese Formulierung der Di�erentialglei-

chungen �ndet häu�g Anwendung in der Theorie der partiellen Di�erentialgleichungen und

wird in der Literatur oft �Einfrieren des Hauptteils� oder �freezing technique� genannt.

Da Aαβ ∈ C1(B4d(0),Rm×m), vgl. Kapitel 2, existiert nach dem Mittelwertsatz ein c1 =

c1(µ, λ) > 0, so dass∣∣∣Aαβ(x0)−Aαβ(x)
∣∣∣ ≤ c1|x− x0| ≤ c1R für alle x ∈ BR(x0). (4.2)

Nun betrachten wir die Lösung v von den folgenden n linearen elliptischen partiellen Dif-

ferentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koe�zienten:

−Dβ(Aαβ(x0)Dαv) = 0 in BR(x0), (4.3)

v − u ∈W 1,2
0 (BR(x0),Rn). (4.4)

Nach [GM, Thm. 3.22] existiert eine eindeutige Lösung v von (4.3), (4.4). Da (Aαβ)αβ sym-

metrisch ist, gilt mit demselben Satz, dass v der eindeutige Minimierer von dem Funktional

F(v) =
1
2

∫
BR(x0)

Aαβ(x0)Dαv
iDβv

i dx (4.5)

in der Klasse W 1,2
u = {v ∈ W 1,2(BR(x0),Rn) : v − u ∈ W 1,2

0 (BR(x0),Rn)} ist. Es sei

bemerkt, dass u selbst in der Klasse W 1,2
u liegt, also F(v) ≤ F(u) gilt. Die Elliptizität

von Aαβ , vgl. (2.8), impliziert sofort, dass |v|2 eine Sublösung des Divergenzformoperators

Dβ(Aαβ(x0)Dα) ist. Das schwache Maximumprinzip, vgl. z.B. [GT, Thm. 8.1], liefert v ∈
L∞(BR(x0),Rn) und die Abschätzung

sup
BR(x0)

|v| ≤ sup
BR(x0)

|u|. (4.6)

[LU, Chapter 7, Thm. 3.1] liefert weiterhin v ∈ C0,σ(BR(x0),Rn) für eine Konstante σ =

σ(m,µ, λ, σ0). Des Weiteren gilt die Abschätzung

‖v‖
C0,σ(BR(x0),Rn)

≤ c2 ‖u‖C0,σ(BR(x0),Rn)
, (4.7)

mit Konstante c2 = c2(m,µ, λ, σ0). Also sind c2 und σ unabhängig von R und x0. Die

Unabhängigkeit von den beiden Parametern ist wichtig, damit nachher unser Iteration-

sargument ohne Zweifel funktioniert. In der genannten Quelle geht das Gebiet nur über

die dort genannte Bedingung (A) 1 ein. Da wir uns auf Bällen oder im nächsten Kapitel

auf Halbbällen be�nden, sind die Parameter der Bedingung (A) a-priori bestimmt und für

alle Bälle bzw. Halbbälle identisch, also unabhängig von x0 und R. Insbesondere folgt aus

1G ⊂ Rm sei ein Gebiet. ∂G erfüllt die Bedingung (A) genau dann, wenn es Konstanten a0, θ0 > 0 gibt,

so dass für alle Bρ(z0), z0 ∈ ∂G, ρ ≤ a0 und für beliebige Zusammenhangskomponenten von G ∩ Bρ(z0)

gilt: meas(G ∩Bρ(z0)) ≤ (1− θ0)meas(Bρ(z0)).



Kapitel 4. Hölderabschätzungen für den Gradienten im Inneren 33

(4.7) die Stetigkeit von v auf BR(x0), also existieren die Randwerte sogar im klassischen

Sinne. Als Folgerungen aus der L2-Regularität von v und insbesondere der Cacciopoli-

Ungleichung, zitieren wir [GM, Prop. 5.7] für ∇v, da auch alle Ableitungen von v (4.3)

erfüllen.

Dabei setzen wir

((∇v)y,r)α i :=
∫
Br(y)

Dαv
i dx :=

1
meas(Br(y))

∫
Br(y)

Dαv
i dx

und erhalten somit ∫
Bρ(y)

|∇v|2 dx ≤ c3

(ρ
r

)m ∫
Br(y)

|∇v|2 dx, (4.8)∫
Bρ(y)

|∇v − (∇v)y,ρ|2 dx ≤ c3

(ρ
r

)m+2
∫
Br(y)

|∇v − (∇v)y,ρ|2 dx (4.9)

für alle y ∈ BR(x0) und für alle 0 < ρ ≤ r ≤ dist (y, ∂BR(x0)) und c3 = c3(n,m, λ, µ).

Wir verwenden diese beiden Abschätzungen im Folgenden für y = x0 und r = R.

Wie oben schon angedeutet wollen wir Morrey's �Dirichlet Growth Theorem� anwenden.

Hierfür muss die L2-Norm des Gradienten ∇u von u auf kleinen Bällen kontrolliert werden.

Wir schätzen mit (4.8) ab∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ 2
[ ∫

Bρ(x0)
|∇v|2 dx+

∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx
]

≤ 2
[( ρ

R

)m ∫
BR(x0)

|∇v|2 dx+
∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx
]
.

Hier und im Folgenden verwenden wir stillschweigend die Abschätzung (a+b)2 ≤ 2(a2+b2).

Nutzen wir jetzt aus, dass v ein Minimierer von (4.5) ist, so erhalten wir auf Grund der

Elliptizitätsbedingung an Aαβ∫
BR(x0)

|∇v|2 dx ≤
∫
BR(x0)

1
λ∗
Aαβ(x0)Dαv

iDβv
i dx

≤
∫
BR(x0)

1
λ∗
Aαβ(x0)Dαu

iDβu
i dx

≤ µ∗

λ∗

∫
BR(x0)

|∇u|2 dx.

Diese beiden Ungleichungen ergeben sodann∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ c4

[( ρ
R

)m ∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+
∫

BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx
]

(4.10)

für alle ρ ≤ R. Um den zweiten Term auf der rechten Seite zu kontrollieren, untersuchen

wir nun, welche Di�erentialgleichungen die Di�erenz u−v erfüllt. Aufgrund von (4.3) folgt
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sofort, dass die Di�erenz u− v (4.1) erfüllt, in Formeln bedeutet dies∫
BR(x0)

Aαβ(x0)Dα(ui − vi)Dβϕ
i dx

=
∫
BR(x0)

[
Aαβ(x0)−Aαβ(x)

]
Dαu

iDβϕ
i dx+

∫
BR(x0)

f l(u)ϕl dx (4.11)

für alle ϕ ∈W 1,2
0 (BR(x0),Rn)∩L∞(BR(x0),Rn). Wir wollen dieses System mit der zuläs-

sigen Testfunktion ϕ := u−v, vgl. (4.4), testen. Zur Vorbereitung der nachher notwendigen
Abschätzungen bemerken wir noch, dass für ein y ∈ ∂BR(x0) wegen (4.4) und der Existenz

der klassischen Randwerte u(y) = v(y) gilt, somit folgt

sup
x∈BR(x0)

|u(x)− v(x)|

≤ sup
x∈BR(x0)

|u(x)− u(y)|+ sup
x∈BR(x0)

|v(x)− v(y)| ≤
(4.7)

c5R
σ (4.12)

mit Konstante c5 = c5(m,n, λ, µ, L, ω, κ, d). Im letzten Schritt haben wir die Hölderstetig-

keit von u und v sowie (4.7) ausgenutzt. Jetzt wollen wir die zentrale Gradientenabschät-

zung herleiten. Unter Benutzung der Elliptizität (2.8) und und der Ungleichung (2.10)

erhalten wir sofort∫
BR(x0)

|∇u|2 dx ≤
∫
BR(x0)

1
λ∗
Aαβ(x0)Dαu

iDβu
i dx

≤ 1
λ∗bκ(L)2

∫
BR(x0)

Aαβ(x0)Dαu
iDβu

jhij(u) dx

=
1

λ∗bκ(L)2

∫
BR(x0)

E(u) dx. (4.13)

Wir erinnern hier an die Energiedichte, vgl. (2.4),

2e(U)(x, [y]) = gαβ(x, y)Dαũ
iDβũ

jhij(ũ),

wobei ũ eine Darstellung von U ist. Die Koordinateninvarianz von e(U) impliziert

E(ũ)(x) = 2
∫
Sm−1

e(U)
det gαβ(x, y)
F (x, y)m

dσ(y) = E(u)(x). (4.14)

Sei nun ũ eine Darstellung von U in Normalkoordinaten um U(χ−1(x0)) in BL(Q). Es gilt

|ũ(x0)| = distN(U(χ−1(x0)), U(χ−1(x0))) = 0.

Also folgt auch ũ(x0) = 0. Auf Grund der Wahl von R < 4−i1d/4 gilt nach Satz 2.12 die

Abschätzung oscBR̃(x0) u ≤ L
bω(L) . Dies zusammen mit Lemma 2.10 impliziert:

|ũ| = distN(U ◦ χ−1, U(χ−1(x0))) ≤ bω(L)|u− u(x0)| ≤ bω(L) osc
BR̃(x0)

u ≤ L.
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Also gilt |ũ| ≤ L auf B4R(x0) ⊂ B4d(0). Damit folgt aus der lokalen Energieabschätzung

in Lemma 2.11 ∫
BR(x0)

E(ũ) dx ≤ CRm−2

[
sup

B4R(x0)
|ũ|2 − sup

BR(x0)
|ũ|2
]

≤ CRm−2

[
sup

B4R(x0)
|ũ|2 − inf

B4R(x0)
|ũ|2
]

= CRm−2 osc
B4R(x0)

|ũ|2 (4.15)

mit C = C(m,µ, κ, λ, L). Für x, y ∈ B4R(x0) folgt wegen ũ(x0) = 0 und der Hölderstetig-

keit von ũ die Abschätzung

∣∣|ũ(x)|2 − |ũ(y)|2
∣∣ =

∣∣|ũ(x)| − |ũ(y)|
∣∣ ∣∣|ũ(x)|+ |ũ(y)|

∣∣
≤ |ũ(x)− ũ(y)|

(
|ũ(x)− ũ(x0)|+ |ũ(y)− ũ(x0)|

)
≤ C ′(4R)2σ.

Dabei ergibt sich die Konstante C ′ = C ′(m,λ, µ, L, ω, κ, d) aus der Konstanten aus den

inneren Hölderabschätzungen von u und den Daten des Problems. Die letzte Ungleichung

liefert uns eine Abschätzung für oscB4R(x0) |ũ|2. Durch Kombination von (4.13), (4.14) und

(4.15) erhalten wir die Abschätzung∫
BR(x0)

|∇u|2 dx ≤ c6R
m−2+2σ (4.16)

mit Konstante c6 = c6(m,λ, µ, L, ω, κ, d). Wir möchten betonen, dass diese Abschätzung,

insbesondere der Exponent 2σ statt σ, grundlegend für unser Vorgehen ist. Dies wird in den

folgenden Abschätzungen deutlich. Jetzt sind alle Vorbereitungen getro�en, um in (4.11)

ϕ := u− v als Testvektor einzusetzen:∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx

≤ 1
λ∗

∫
BR(x0)

Aαβ(x0)Dα(ui − vi)Dβ(ui − vi) dx

=
(4.11)

1
λ∗

∫
BR(x0)

[Aαβ(x0)−Aαβ(x)]Dαu
iDβ(ui − vi) dx+

1
λ∗

∫
BR(x0)

f l(u)(ul − vl) dx

≤
(4.2)
(4.12)

1
λ∗

∫
BR(x0)

c1R

m∑
α,β=1

|Dαu
iDβ(ui − vi)| dx+

∫
BR(x0)

c5R
σ

λ∗

n∑
l=1

|f l(u)| dx

≤ c1R

λ∗

∫
BR(x0)

m∑
α,β=1

|Dαu
iDβu

i| dx+
c1R

λ∗

∫
BR(x0)

m∑
α,β=1

|Dαu
iDβv

i| dx

+
c5R

σ

λ∗

∫
BR(x0)

n∑
l=1

|f l(u)| dx. (4.17)
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Nun gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung und einer elementaren Unglei-

chung 2

m∑
α,β=1

|Dαu
iDβu

i| =
m∑

α,β=1

| < Dαu,Dβu > |

≤
m∑

α,β=1

|Dαu||Dβu| =
m∑
α=1

|Dαu|
m∑
β=1

|Dβu| ≤
1
m
|∇u|2.

Analog schätzen wir den gemischten Term in (4.17) ab

m∑
α,β=1

|Dαu
iDβv

i| ≤ 1
m
|∇u||∇v|.

Dann folgt aus der Hölderungleichung

∫
BR(x0)

|∇u||∇v| dx ≤

(∫
BR(x0)

|∇u|2 dx

) 1
2
(∫

BR(x0)
|∇v|2 dx

) 1
2

≤ µ∗

λ∗

∫
BR(x0)

|∇u|2 dx.

Im letzten Schritt haben wir zudem die Minimierereigenschaft von v ausgenutzt, vgl. (4.5).

Schlieÿlich schätzen wir ab:

n∑
l=1

|f l(u)| =
n∑
l=1

|Γlij(u)Aαβ(x)Dαu
iDβu

j | ≤
(2.14)

µ∗Γ0|∇u|2n.

Damit wird (4.17) zu ∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx

≤ 1
λ∗

[
c1R

(
1 +

µ∗

λ∗

)
+ c5µ

∗Γ0nR
σ

] ∫
BR(x0)

|∇u|2 dx

≤
(4.16)

c7R
m−2+3σ (4.18)

mit Konstante c7 = c7(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d), denn 1 ≥ σ impliziert m − 1 + 2σ ≥
m − 2 + 3σ, da wir R ≤ 1 angenommen haben. Zur De�nition von Γ0 erinnern wir an

Kapitel 2, (2.14). Auÿerdem wollen wir an die Bemerkung 2.14 erinnern, denn in dieser

Abschätzung ist nicht eingegangen, dass u eine Normaldarstellung von U ist. Es genügen für

die Abschätzung (4.18) die Eigenschaften aus Lemma 2.9. Aus (4.10) und (4.18) erhalten

wir also für alle ρ ≤ R∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ c8

[( ρ
R

)m ∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+Rm−2+3σ

]
(4.19)

2
(∑m

i=1 ai
) 1

2 ≥
√
m
∑m
i=1

√
ai für ai ≥ 0, i = 1, . . . ,m.
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mit Konstante c8 = c8(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d). Sei nun ohne Einschränkung σ < 2
3 . Folg-

lich gilt m− 2 + 3σ < m. Damit können wir folgendes Iterationslemma aus [GM, Lemma

5.12] mit ε = 0 auf

Λ(R) :=
∫
BR(x0)

|∇u|2 dx

anwenden.

Lemma 4.1 (Iterationslemma).

Sei Λ : R+ → R+ eine nichtnegative und monoton wachsende Funktion mit

Λ(ρ) ≤ A
[ ( ρ

R

)
+ ε
]α

Λ(R) +BRβ

für alle 0 < ρ ≤ R ≤ R0 und für A, α, β > 0 mit α > β. Dann gibt es Konstanten

ε0 = ε0(A,α, β) und c = c(A,α, β), so dass für ε ≤ ε0 gilt

Λ(ρ) ≤ cρβ
[
R−βΛ(R) +B

]
für alle 0 ≤ ρ ≤ R ≤ R0.

Beweis. siehe [GM, Lemma 5.12].

Wir erhalten∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ c9ρ
m−2+3σ

[
R−(m−2+3σ)

∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+ 1
]

(4.20)

für ρ ∈ (0, R] und mit Konstante c9 = c9(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d).

Wir wollen aus dieser Ungleichung und der Beliebigkeit von x0 ∈ Bd(0) sowie von R <

min(4−i1d/4, 1) nun die Hölderstetigkeit von u zum Exponenten 3
2σ zeigen und auch eine

Abschätzung für die Hölderhalbnorm von u angeben, die nur von m, n, λ, µ, Γ0, L, ω, κ

und d abhängt. Dazu zitieren wir aus [Gia, Chapter III, Thm. 1.1] den folgenden Satz.

Satz 4.2 (Morrey's Dirichlet Growth Theorem).

Sei u ∈W 1,2(BR(x0)) und es gelte∫
Bρ(y)

|∇u|2 dx ≤M2

(
ρ

δ(y)

)m−2+2γ

für alle 0 < ρ ≤ δ(y) := R− |y − x0|

für y ∈ BR(x0) beliebig und ein 0 < γ ≤ 1 und M > 0 unabhängig von y und ρ. Dann gilt

u ∈ C0,γ(Bρ(x0)) für alle ρ < R. Weiter gilt für |x− y| < δ(y)
2 die Abschätzung

|u(x)− u(y)| ≤ C(m, γ)Mδ(y)1−m
2

(
|x− y|
δ(y)

)γ
.

Beweis. [Gia, Chapter III, Thm. 1.1].
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Sei also y ∈ BR(x0) beliebig. Es gilt o�ensichtlich δ(y) < min
(
4−i1d/4, 1

)
. Dann kön-

nen wir die Di�erentialgleichungen (4.3) mit den Randwerten (4.4) auf Bδ(y)(y) statt auf

BR(x0) betrachten. Da alle Konstanten unabhängig vom Radius R des Balles BR(x0) und

unabhängig von dessen Mittelpunkt x0 sind, sind sie es auch von y und δ(y). Demnach

erhalten wir mit den gleichen Abschätzungen wie zuvor als Analogon zu (4.20):∫
Bρ(y)

|∇u|2 dx ≤ c9ρ
m−2+3σ

[
δ(y)−(m−2+3σ)

∫
Bδ(y)(x0)

|∇u|2 dx+ 1
]

≤ c9

(
ρ

δ(y)

)m−2+3σ [ ∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+Rm−2+3σ

]
(4.21)

für alle 0 ≤ ρ ≤ δ(y). Wir bemerken, dass mit Hilfe von (4.16) das Integral auf der rechten

Seite abgeschätzt ist durch c6R
m−2+2σ, damit wird (4.21) zu:∫

Bρ(y)
|∇u|2 dx ≤ c9

(
ρ

δ(y)

)m−2+3σ [
c6R

m−2+2σ +Rm−2+3σ
]

≤ c2
10

(
ρ

δ(y)

)m−2+3σ

für alle 0 ≤ ρ ≤ δ(y), wobei c10 auch von R abhängt. Diese Konstante wird jedoch nur für

den Beweis der Hölderstetigkeit von u benutzt und �ndet später keine Verwendung mehr.

Mit dem �Dirichlet Growth Theorem�, Satz 4.2, folgern wir u ∈ C0, 3
2
σ(BR/2(x0),Rn) und

wir können wie folgt die Hölderhalbnorm abschätzen:

Seien x, y ∈ BR/2(x0), also δ(x) ≥ R/2.
1. Fall: |x− y| < δ(x)/2 =: δ/2

|u(x)− u(y)| ≤ c(m,σ)c10δ
1−m

2
− 3

2
σ |x− y|

3
2
σ

≤ c(m,σ)c10

(
R

2

)1−m
2
− 3

2
σ

|x− y|
3
2
σ

≤ c11|x− y|
3
2
σ.

2. Fall: |x− y| ≥ δ(x)/2

|u(x)− u(y)| =
|u(x)− u(y)|
|x− y|

3
2
σ
|x− y|

3
2
σ

≤
1
δ
≤ 2
R

2L
(

4
R

) 3
2
σ

|x− y|
3
2
σ

≤ c12|x− y|
3
2
σ.

Wir überdecken nun Bd(0) auf endliche Art mit Bällen der Form BR/4(xi) mit R := 4−i1
8 d.

Diese Wahl von R stellt die Anwendbarkeit aller vorher hergeleiteten Abschätzungen sicher

und diese Wahl hängt nur von den Parametern d, m, λ, µ, L, ω und κ ab. Für x, y ∈ Bd(0)

unterscheiden wir nun folgende Fälle:
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1. Fall: |x− y| < R/4

Es existiert ein i mit x ∈ BR/4(xi) und damit gilt

|xi − y| ≤ |x− y|+ |x− xi| < R/4 +R/4 = R/2.

Damit gilt nach obiger Abschätzung

|u(x)− u(y)| ≤ max(c11, c12)|x− y|
3
2
σ,

wobei die Konstante nur von m, n, λ, µ, Γ0, L, ω, κ und d abhängt nach Wahl von R.

2. Fall: |x− y| ≥ R/4

|u(x)− u(y)| = |u(x)− u(y)|
|x− y|

3
2
σ
|x− y|

3
2
σ ≤ 2L

(
4
R

) 3
2
σ

|x− y|
3
2
σ

≤ c12|x− y|
3
2
σ

mit Konstante c12 = c12(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d) nach Wahl von R.

Damit ist gezeigt, dass die Hölderhalbnorm von u auf Bd(0) a-priori durchm, n, λ, µ, Γ0, L,

ω, κ und d abgeschätzt ist. Nun können wir mit diesem verbesserten Hölderexponenten noch

einmal die Energieabschätzung wiederholen, die uns auf (4.16) geführt hat, und erhalten

analog zu (4.16) nur mit 3
2σ statt σ∫

BR(x0)
|∇u|2 dx ≤ c6R

m−2+2( 3
2
σ).

Wiederholen wir die Herleitung von (4.18), so erhalten wir als entsprechendes Analogon

die Ungleichung ∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx ≤ c7R
m−2+(3+1)σ

und (4.20) wird zu∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ c9ρ
m−2+4σ

[
R−(m−2+4σ)

∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+ 1
]

für alle 0 ≤ ρ ≤ R unter der Annahme, dass σ < 1
2 gilt. Dies führt mit genau den gleichen

Überlegungen wie oben vorgeführt zur Hölderstetigkeit von u zum Exponenten 4
2σ. Wir

gewinnen also nach jedem dieser Schritte 1
2σ für den Hölderexponenten von u hinzu. Nach

N Iterationen ergibt sich folgende Situation:

Unter der Annahme σ < 2
N+2 , erhalten wir die Hölderstetigkeit von u zum verbesserten

Hölderexponenten
(
1 + N

2

)
σ.

Mit dieser Beobachtung gelangen wir zu folgender Behauptung:∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ c13(β)ρm−2+2β für alle 0 < β < 1 (4.22)
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mit Konstante c13(β) = c13(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d, β).

Diese Behauptung lässt sich folgendermaÿen begründen. Zu σ ∈ (0, 1) existiert ein N ∈ N
mit 2

N+2 ≤ σ < 2
N−1+2 . Also können wir N − 1 der obigen Iterationsschritte durch-

führen, da die Voraussetzungen vom Iterationslemma 4.1 erfüllt sind. Wir erhalten u ∈
C0,(1+N−1

2 )σ(Bd(0),Rn). Damit wir nun den N -ten Iterationsschritt durchführen können,

verkleinern wir σ geeignet, z.B. zu: σ = σ(β) := 2
N+2 −

1−β
2

2
N+2 .

Damit gilt σ < 2
N+2 und

(
1 + N

2

)
σ > β. Der N -te Iterationsschritt in Kombination mit

der Energieabschätzung (4.16) mit
(
1 + N

2

)
σ bzw. β als Hölderexponenten von u liefert

also (4.22).

Setzen wir nun wieder ϕ := u − v als zulässigen Testvektor in (4.11) ein und verwenden

(4.22), so erhalten wir analog zu der Herleitung von (4.18)

∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx

≤ 1
λ∗

∫
BR(x0)

Aαβ(x0)Dα(ui − vi)Dβ(ui − vi) dx

≤ 1
λ∗

[
c1R

(
1 +

µ∗

λ∗

)
+ c5µ

∗Γ0nR
σ
] ∫

BR(x0)
|∇u|2 dx

≤
(4.22)

c14R
m−2+2β+σ (4.23)

mit Konstante c14 = c14(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d, β). Jetzt haben wir die wichtigsten Ab-

schätzungen hergeleitet, um zu zeigen, dass auch der Gradient ∇u von u hölderstetig ist.

Hierfür zeigen wir per De�nition, dass ∇u ∈ L2,γ(Bd(0),Rmn) mit γ := β + σ
2 − 1 für

β ∈ (1− σ
2 , 1). Es bezeichne (∇u)ρ den Mittelwert von ∇u auf Bρ(x0). Wir schätzen nun

mit (4.23) und (4.9) folgendermaÿen ab:

1
4

∫
Bρ(x0)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx

≤ 1
2

∫
Bρ(x0)

|∇u−∇v|2 dx+
1
2

∫
Bρ(x0)

|(∇u)ρ −∇v|2 dx

≤
∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx+
∫
Bρ(x0)

|(∇u)ρ − (∇v)ρ|2 dx+
∫
Bρ(x0)

|(∇v)ρ −∇v|2 dx

≤ c14R
m−2+2β+σ +

∫
Bρ(x0)

|(∇u)ρ − (∇v)ρ|2 dx+ c3

( ρ
R

)m+2
∫
BR(x0)

|∇v − (∇v)R|2 dx

≤ c14R
m−2+2β+σ +

∫
Bρ(x0)

|(∇u)ρ − (∇v)ρ|2 dx+ 4c3

∫
BR(x0)

|∇u−∇v|2 dx

+ 4c3

( ρ
R

)m+2
∫
BR(x0)

|∇u− (∇u)R|2 dx+ 4c3

∫
BR(x0)

|(∇u)R − (∇v)R|2 dx. (4.24)

Nun untersuchen wir, wie sich die Integrale mit den Mittelwerten abschätzen lassen. Dazu
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verwenden wir die Hölder-Ungleichung und Formel (4.23)∫
Bρ(x0)

∣∣(∇u)ρ − (∇v)ρ
∣∣2 dx

=
∫
Bρ(x0)

1
meas(Bρ(x0))2

∣∣∣∣ ∫
Bρ(x0)

∇u(y)−∇v(y) dy
∣∣∣∣2 dx

=
1

meas(Bρ(x0))

(∫
Bρ(x0)

∣∣∇u(y)−∇v(y)
∣∣ dy)2

≤
Hölder

(∫
Bρ(x0)

∣∣∇u(y)−∇v(y)
∣∣2 dy)

≤
(4.23)

c14R
m−2+2β+σ.

Analog schätzen wir den anderen Term mit der Di�erenz der Mittelwerte in der Ungleichung

(4.24) ab. Damit schätzen wir (4.24) insgesamt weiter ab zu∫
Bρ(x0)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx

≤ 64c14R
m−2+2β+σ + 16c3

( ρ
R

)m+2
∫
BR(x0)

|∇u− (∇u)R|2 dx.

Dies ergibt insgesamt∫
Bρ(x0)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx ≤ c15

[( ρ
R

)m+2
∫
BR(x0)

|∇u− (∇u)R|2 dx+Rm−2+2β+σ

]

für 0 ≤ ρ ≤ R und mit Konstante c15 = c15(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d, β). Wir können nun

auf

Λ(R) :=
∫
BR(x0)

|∇u− (∇u)R|2 dx

das Iterationslemma 4.1 anwenden, da die Ungleichung m − 2 + 2β + σ < m + 2 für alle

β ∈ (0, 1) erfüllt ist. Zur Monotonie von Λ bemerken wir:

Bemerkung 4.3.

Für u ∈ L2(G2,Rn) gilt die Abschätzung∫
G1

|u− uG1 |2 dx ≤
∫
G2

|u− uG2 |2 dx

für den Fall, dass G1 ⊂ G2 ⊂⊂ Rm und uGi = 1
meas(Gi)

∫
Gi
u(y) dy.

Beweis. Sei ohne Einschränkung u eine reellwertige Funktion. Addition der Ungleichung

für jede Komponente liefert dann die Behauptung. Weiter sei im Folgenden G1 eine Nicht-

nullmenge, da sonst die Behauptung klar ist. Wir de�nieren die reellwertige Hilfsfunktion

H(c) :=
∫
G1

|u− c|2 dx
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für c ∈ R. Da die Mengen Gi, i = 1, 2, beschränkt sind, ist H wohlde�niert. Der Integrand

|u − c|2 ist bezüglich c di�erenzierbar mit Ableitung −2(u − c) ∈ L2(G1) ⊂ L1(G1). Ein

Satz über die Di�erenzierbarkeit parameterabhängiger Integrale liefert uns die Di�eren-

zierbarkeit von H mit

H ′(c) = −2
∫
G1

u− c dx.

Jetzt gilt

0 = H ′(c) ⇐⇒ c = uG1 .

Mit derselben Argumentation wie vorher ist H zweimal stetig di�erenzierbar mit

H ′′(c) = 2meas(G1) > 0.

Daraus schlieÿen wir, dass die Funktion H ein (globales) Minimum in c := uG1 besitzt,

also gilt ∫
G1

|u− uG1 |2 dx ≤
∫
G1

|u− c|2 dx für alle c ∈ R.

Für c := uG2 liefert die Nichtnegativität des Integranden die gesuchte Abschätzung für

u.

Damit ergibt sich∫
Bρ(x0)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx

≤ c16ρ
m−2+2β+σ

[
R−(m−2+2β+σ)

∫
BR(x0)

|∇u− (∇u)R|2 dx+ 1
]

(4.25)

für alle 0 < ρ ≤ R mit Konstante c16 = c16(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d, β). Wählen wir nun

wie oben schon angedeutet β ∈ (1− σ
2 , 1), so gilt γ := m−2+2β+σ > m und wir verlieren

die Abhängigkeit von der Konstanten β. Sei im Folgenden y ∈ Bd(0). Wir bezeichnen mit

(∇u)ρ den Mittelwert von ∇u auf dem jeweiligen Integrationsgebiet. Wir de�nieren nun

R0 := 4−i1d/16 < 4−i1d/4 und unterscheiden die folgenden Fälle:

1. Fall: ρ < R0

(4.25) und Bemerkung 4.3 liefern

ρ−γ
∫
Bρ(y)∩Bd(0)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx ≤ ρ−γ
∫
Bρ(y)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx

≤ c16

[
R−γ0

∫
BR0

(y)
|u− (∇u)R0 |2 dx+ 1

]
.

2. Fall: ρ ≥ R0

Es ist ρ−γ ≤ R−γ0 , damit

ρ−γ
∫
Bρ(y)∩Bd(0)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx ≤ R−γ0

∫
Bd(0)

|∇u− (∇u)d|2 dx.
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Beachte nun noch ∫
BR0

(y)
|∇u− (∇u)R0 |2 dx ≤ 4

∫
BR0

(y)
|∇u|2 dx.

Die Terme auf den rechten Seiten von Fall 1 und Fall 2 lassen sich nun mit der Energieab-

schätzung (4.16), unabhängig von u und y abschätzen. Also ergibt sich insgesamt:

ρ−γ
∫
Bρ(y)∩Bd(0)

|∇u− (∇u)ρ|2 dx ≤ c17 (4.26)

für alle ρ > 0 und y ∈ Bd(0) mit Konstante c17 = c17(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d). Per De�ni-

tion ist also gezeigt, dass u ∈ L2,γ(Bd(0),Rn) mit m < γ ≤ m+ 2 und

‖∇u‖L2,γ(Bd(0),Rn) ≤ c17. (4.27)

Folgender Satz liefert die Hölderstetigkeit von ∇u mit G := Bd(0) und A := 1
2meas(B1(0)).

Satz 4.4 (Campanato).

Sei G ⊂ Rm ein Gebiet, das die folgende Bedingung erfüllt:

Es existiert ein A > 0, so dass meas(Bρ(y) ∩G) ≥ Aρm für alle y ∈ G.

Für m < γ ≤ m+ p gilt dann

Lp,γ(G) ∼= C0,α(G), mit α =
γ −m
p

.

Im Falle λ > m+ p und u ∈ Lp,γ(G) ist u konstant.

Beweis. siehe [GM, Thm. 5.4].

Wir de�nieren α = γ−m
2 wie in Satz 4.4. In dem Beweis dieses Satzes �nden wir zudem die

Abschätzung

Hölα,Bd(0)∇u ≤ c ‖∇u‖L2,γ(Bd(0),Rm×n) (4.28)

mit Konstante c unabhängig von ∇u. Die Hölderstetigkeit von ∇u impliziert die Stetigkeit

von ∇u auf Bd(0). Also existiert ein y ∈ Bd(0) mit supBd(0) |∇u| = |∇u(y)|. Weiter gilt

mit der Dreiecksungleichung

|∇u(y)| ≤ |∇u(y)− (∇u)d|+ |(∇u)d|.

Auÿerdem schätzen wir ab

|(∇u)d| ≤ 1
meas(Bd(0))

∫
Bd(0)

|∇u| dx

≤
Hölder

1
meas(Bd(0))

(∫
Bd(0)

|∇u|2 dx

) 1
2

meas(Bd(0))
1
2

≤
Lemma 2.11

c18
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und

|∇u(y)− (∇u)d| ≤ 1
meas(Bd(0))

∫
Bd(0)

|∇u(y)−∇u(x)| dx

≤ 1
meas(Bd(0))

∫
Bd(0)

Hölα,Bd∇u |x− y|
α︸ ︷︷ ︸

≤(2d)α

dx

≤
(4.27)
(4.28)

c19,

wobei die Konstanten c18 und c19 von den üblichen Parametern m, n, λ, µ, Γ0, L, ω, κ

und d abhängen, insbesondere nicht von u.

Dies zusammen mit (4.27) und (4.28) liefert

‖∇u‖
C0,α(Bd(0),Rm×n)

≤ c20, (4.29)

auch hier gilt c20 = c20(m,n, λ, µ,Γ0, L, ω, κ, d). Wir haben also eine a-priori Abschätzung

für die Höldernorm auf Bd(0) des Gradienten ∇u einer Darstellung u von U gefunden. Ein

Skalierungsargument, vgl. Kapitel 3, liefert uns die Gültigkeit des folgenden Satzes.

Satz 4.5.

Sei u eine Darstellung von U in Koordinaten zentriert um Q auf BL(Q). Dann existieren

Konstanten C = C(m,n, λ, µ, ω, κ, L,Γ0) und α = α(m,λ, µ, L, ω, κ), so dass folgende

Abschätzung gilt:

d‖∇u‖
C0(Bd(0),Rm×n)

+ d1+αHölα,Bd(0)∇u ≤ C.
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Hölderabschätzungen für den

Gradienten am Rand

In diesem Abschnitt untersuchen wir eine Darstellung u = Ψ ◦ U ◦ χ−1 von U auf Σ5d

mit dem Ziel, Hölderabschätzungen für den Gradienten ∇u von u herzuleiten. Hierbei sei

Ψ eine auf Q zentrierte, (nicht notwendigerweise normale) Karte von BL(Q) und χ eine

lokale Karte von M. Weiterhin sei g ∈ C1,α0(Σ5d,Rn) eine Abbildung, die mit u auf Σ0
5d

übereinstimmt. Hieraus folgern wir

|u(x)− g(x)| ≤ |u(x)− u(x0)|+ |g(x0)− g(x)| ≤ Cα|x− x0|α, (5.1)

für x0 ∈ Σ0
d(0), für alle x ∈ Σd(0) und mit Konstanten α und Cα, die nur von den Konstan-

ten aus Satz 3.4 abhängen. Die Euler-Lagrange-Gleichungen haben in diesem Abschnitt die

Form: ∫
Σ5d

Aαβ(x)Dαu
iDβϕ

i dx =
∫

Σ5d

f l(u)ϕl dx

für alle ϕ ∈ W 1,2
0 (Σ5d,Rn) ∩ L∞(Σ5d,Rn). Mit der Ungleichung (5.1) können wir dann

folgendes Lemma, welches in ähnlicher Form in [GH, Proposition 9] zu �nden ist und

welches ein Analogon zu Formel (4.23) darstellt, beweisen:

Lemma 5.1.

Es existiert ein d ≥ R = R(m,n, λ, µ, ω, κ, L, α0,Γ0, ‖g‖C1,α0 (Σ5d,Rn), d) > 0, so dass für

x0 ∈ Σ0
d(0) und für alle 0 ≤ ρ ≤ R die Abschätzung∫

Sρ(x0)
|∇u|2 dx ≤ c′′1ρm−2+2α (5.2)

mit Konstante c′′1 = c′′1(m,λ, µ, L, ω, κ, d, ‖g‖C1,α0 (Σ5d,Rn),Γ0) gilt.

45
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Beweis. Sei ηρ eine Familie von Abschneidefunktionen, vgl. [A, 2.18], die folgende Bedin-

gungen erfüllt:

ηρ ∈ C∞0 (B2ρ(x0)), 0 ≤ ηρ ≤ 1, ηρ ≡ 1 auf Bρ(x0) und |∇ηρ| ≤
2
ρ
.

Wir betrachten dann ϕ := (u − g)η2
ρ als zulässige Testfunktion für die Euler-Lagrange-

Gleichungen, falls ρ ≤ d. Die im Folgenden auftauchenden Terme der Form |u− g| werden
mit (5.1) abgeschätzt. Die Elliptizität von Aαβ und die Youngsche-Ungleichung liefern dann

folgende Abschätzung:

λ∗
∫
S2ρ(x0)

|∇u|2η2
ρ dx

≤
∫
S2ρ(x0)

AαβDαu
iDβu

iη2
ρ dx

=
∫
S2ρ(x0)

f l(u)(ul − gl)η2
ρ dx+

∫
S2ρ(x0)

AαβDαu
iDβg

iη2
ρ dx

−
∫
S2ρ(x0)

AαβDαu
i(ui − gi)2ηρDβηρ dx

≤ µ∗Γ0

∫
S2ρ(x0)

|∇u|2|u− g|η2
ρ dx+ µ∗

∫
S2ρ(x0)

|∇u||∇g|η2
ρ dx

+ 4µ∗ρ−1

∫
S2ρ(x0)

|∇u|ηρ|u− g| dx

≤
[
µ∗Γ0Cα(2ρ)α + ε

] ∫
S2ρ(x0)

|∇u|2η2
ρ dx+

(µ∗)2

2ε

∫
S2ρ(x0)

|∇g|2η2
ρ dx

+
(

4µ∗

ρ

)2 1
2ε

∫
S2ρ(x0)

|u− g|2η2
ρ dx

≤
[
µ∗Γ0Cα(2ρ)α + ε

] ∫
S2ρ(x0)

|∇u|2η2
ρ dx+

(µ∗)2

2ε
‖g‖C1,α(Σ5d,Rn)c(m)(2ρ)m

+ (4µ∗)2 1
2ε
C2
αc(m)ρm−2+2α.

Wir absorbieren nun den |∇u|2η2
ρ-Term, indem wir R := 1

2

(
λ∗

4µ∗Γ0Cα

)1/α
wählen und ρ ≤ R

annehmen. Dann gilt

µ∗Γ0Cα(2ρ)α + ε ≤ µ∗Γ0Cα(2R)α + ε.

Wir wählen nun ε := ε(R) := λ∗

2 − µ
∗Γ0Cα(2R)α = λ∗

4 > 0.

Damit folgt µ∗Γ0Cα(2R)α + ε = λ∗

2 und es ergibt sich∫
Sρ(x0)

|∇u|2 dx ≤
∫
S2ρ(x0)

|∇u|2η2
ρ dx ≤ Cρm−2+2α (5.3)

für alle ρ ≤ R.

Sei nun R die Konstante aus Lemma 5.1. Durch eventuelle Verkleinerung von R gelte auch

R < 4−i1d/4, wobei i1 die Konstante aus Satz 2.12 ist. Alle im Folgenden erscheinenden



Kapitel 5. Hölderabschätzungen für den Gradienten am Rand 47

Konstanten der Form c′′i hängen unter anderem von ‖g‖C1,α0 (Σ5d,Rn) ab und sind monoton

steigend in t 7→ ‖tg‖C1,α0 (Σ5d,Rn) für t ∈ [0, 1], vgl. Bemerkung 3.3. Die Konstanten c′i

und c′′i hängen zudem von den Randdaten des Problems, vgl. Kapitel 4, ab. Nur zusätzli-

che Abhängigkeiten werden im Folgenden erwähnt. Dies bemerken wir, damit wir später

den Existenssatz beweisen können. In diesem Abschnitt gehen wir im Wesentlichen ana-

log zum inneren Fall vor. Wir betrachten nämlich den �eingefrorenen� Hauptteil und das

dazugehörige Dirichlet-Problem:

−Dβ(Aαβ(x0)Dαv) = 0 in SR(x0), (5.4)

v − u ∈W 1,2
0 (SR(x0),Rn). (5.5)

Es gelten die analogen Aussagen zu (4.5), (4.6) und (4.7) mit SR(x0) statt BR(x0), ins-

besondere ist die Lösung v der eindeutige Minimierer des zugehörigen Variationsproblems.

Wir bezeichnen mit α den kleinsten der bislang aufgetauchten Hölderexponenten. Die bei-

den Abschätzungen (4.8) und (4.9) gelten nicht in der Form. Nach Campanato gelten

jedoch die folgenden beiden Lemmata

Lemma 5.2.

Sei ψ ∈ W 1,2(SR(x0),Rn) eine Lösung des Systems Dβ(Aαβ(x0)Dαψ) = Dβfβ mit fβ ∈
L2(SR(x0),Rn) und ψ = 0 auf Σ0

R(x0). Dann existiert eine Konstante c = c(λ, µ) > 0, so

dass für alle 0 < ρ ≤ R gilt∫
Sρ(x0)

|∇ψ|2 dx ≤ c
[( ρ

R

)m ∫
SR(x0)

|∇ψ|2 dx+
m∑
β=1

∫
SR(x0)

|fβ|2 dx
]
.

Beweis. Da unser System vollständig entkoppelt ist, haben wir ein System von n Gleichun-

gen. Anwendung von [Ca, Lemma 12.I] auf jede dieser n Gleichungen liefert die Behauptung

für ρ < R. O�enbar gilt für ρ = R die Abschätzung ebenso.

Lemma 5.3.

Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 5.2, existiert eine Konstante c =

c(λ, µ) > 0, so dass für alle 0 < ρ ≤ R und für alle (α1, . . . , αm) ∈ Rm gilt

m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

|Dβψ|2 dx ≤ c
( ρ
R

)m+2
m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβψ|2 dx+ c

m∑
β=1

∫
SR(x0)

|fβ − αβ|2 dx

und ∫
Sρ(x0)

|Dmψ − (Dmψ)ρ|2 dx ≤ c
( ρ
R

)m+2
∫
SR(x0)

|Dmψ − (Dmψ)R|2 dx

+c
m∑
β=1

∫
SR(x0)

|fβ − αβ|2 dx.
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Beweis. siehe [Ca, Lemma 12.II] und die Bemerkung im Beweis von Lemma 5.2.

Angesichts der Randabbildung g können wir die vorangegangenen Lemmata nicht direkt auf

die Abbildung v anwenden. Es bietet sich an, die Abbildung ψ := v−g ∈W 1,2(SR(x0),Rn)

zu betrachten, um (schwache) Nullrandwerte auf Σ0
R(x0) zu erzeugen. Dieses ψ erfüllt die

Voraussetzungen von Lemma 5.2 und Lemma 5.3 mit fβ := −Aαβ(x0)Dαg ∈ C0,α(Σ5d,Rn).

Die Abschätzungen aus den Lemmata implizieren erstens∫
Sρ(x0)

|∇ψ|2 dx

≤ c
( ρ
R

)m ∫
SR(x0)

|∇ψ|2 dx+ c
m∑
β=1

∫
SR(x0)

|Aαβ(x0)Dαg|2 dx

≤ c′3

( ρ
R

)m ∫
SR(x0)

|∇ψ|2 dx+ c′′3R
m (5.6)

und zweitens für αβ := −Aαβ(x0)Dαg(x0)

m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

|Dβψ|2 dx

≤c
( ρ
R

)m+2
m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβψ|2 dx+ c

m∑
β=1

∫
SR(x0)

|Aαβ(x0)Dαg −Aαβ(x0)Dαg(x0)|2︸ ︷︷ ︸
≤cR2α‖g‖2

C1,α(Σ5d,Rn)

dx

≤c′4
( ρ
R

)m+2
m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβψ|2 dx+ c′′4R
m+2α, (5.7)

sowie drittens∫
Sρ(x0)

|Dmψ − (Dmψ)ρ|2 dx

≤c
( ρ
R

)m+2
∫
SR(x0)

|Dmψ − (Dmψ)R|2 dx+ c
m∑
β=1

∫
SR(x0)

|Aαβ(x0)
(
Dαg −Dαg(x0)

)
|2 dx

≤c′4
( ρ
R

)m+2
∫
SR(x0)

|Dmψ − (Dmψ)R|2 dx+ c′′4R
m+2α. (5.8)

Aus der Tatsache ‖|∇g|‖2L2(SR(x0)) ≤ c(m)Rm‖g‖C1,α(Σ5d,Rn) und aus (5.6) leiten wir eine

Abschätzung für ∇v = ∇ψ +∇g her:∫
Sρ(x0)

|∇v|2 dx

≤ 2
∫
Sρ(x0)

|∇ψ|2︸ ︷︷ ︸
≤2|∇v|2+2|∇g|2

dx+ 2
∫
SR(x0)

|∇g|2 dx

≤ c′5

( ρ
R

)m ∫
SR(x0)

|∇v|2 dx+ c′′5R
m. (5.9)



Kapitel 5. Hölderabschätzungen für den Gradienten am Rand 49

Aufgrund der Minimierereigenschaft von v und aufgrund von (5.9) erhalten wir analog zu

(4.10) ∫
Sρ(x0)

|∇u|2 dx

≤ 2
[
c′5

( ρ
R

)m ∫
SR(x0)

|∇v|2 dx+ c′′5R
m +

∫
SR(x0)

|∇u−∇v|2 dx
]

≤ 2
[
c′6

( ρ
R

)m ∫
SR(x0)

|∇u|2 dx+ c′′5R
m +

∫
SR(x0)

|∇u−∇v|2 dx
]

(5.10)

für alle ρ ≤ R. Die Integralgleichung (4.11) gilt auch hier mit SR(x0) statt BR(x0). Den

Raum W 1,2
0 (Σ5d,Rn) ∩ L∞(Σ5d,Rn) verwenden wir hierbei entsprechend als den Raum

aller Grundfunktionen. Des Weiteren gilt vollkommen analog zu (4.12) die Ungleichung

supSR(x0) |u− v| ≤ c′′8Rα. Da wir die Energieabschätzung (5.2) gezeigt haben, erhalten wir

mit denselben Überlegungen wie für (4.18) die Ungleichung∫
SR(x0)

|∇u−∇v|2 dx ≤ c′′8Rm−2+3α (5.11)

mit Konstante c′′8, die auch von Γ0 abhängt. Wie nach (4.18) beobachtet, bemerken wir

auch hier, dass die geometrischen Abhängigkeiten vereinfacht werden können, falls wir die

Karcher-Koordinaten aus Lemma 2.9 verwenden. Die Abschätzung (5.11) kombiniert mit

der Ungleichung (5.10) ergibt:∫
Sρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ 2c′6
( ρ
R

)m ∫
SR(x0)

|∇u|2 dx+ 2c′′5R
m + 2c′′8R

m−2+3α

für alle ρ ≤ R. Sei ohne Einschränkung α < 2
3 , dann gilt für alle ρ ≤ R∫

Sρ(x0)
|∇u|2 dx ≤ c′′9

[( ρ
R

)m ∫
SR(x0)

|∇u|2 dx+Rm−2+3α

]
. (5.12)

Wie schon im inneren Fall wenden wir nun das Iterationslemma 4.1 auf (5.12) an, um zu

folgendem Ausdruck zu gelangen∫
Sρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ c′′10ρ
m−2+3α

[
R−(m−2+3α)

∫
SR(x0)

|∇u|2 dx+ 1
]

(5.13)

für alle ρ ≤ R. Jetzt wollen wir die Abschätzung (5.13) mit der Abschätzung (4.22) kombi-

nieren, um durch Iteration, wie schon im vorherigen Kapitel, den Hölderexponenten von u

zu verbessern. Wir benutzen dazu diesmal die Charakterisierung hölderstetiger Funktionen

von Campanato, Satz 4.4. Vorab wollen wir bemerken, dass alle nun folgenden Mittelwerte

jeweils über das zugehörige Integrationsgebiet zu bilden sind. Wir indizieren der Einfach-

heit halber die Mittelwerte daher jeweils nur mit einem Radius. Für x0 ∈ Σ0
d schätzen wir

mit der Poincaré Ungleichung, vgl. [GM, Prop. 3.10], folgendermaÿen ab∫
Bρ(x0)∩SR(x0)

|u− uρ|2 dx ≤ c(m)ρ2

∫
Sρ(x0)

|∇u|2 dx (5.14)

≤ c′′11ρ
m+3α

[
R−(m−2+3α)

∫
SR(x0)

|∇u|2 dx+ 1
]
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Sei R∗ := R/8, y = (y1, · · · , ym) ∈ Σd ∪ Σ0
d und x0 = (y1, · · · , ym−1, 0) ∈ Σ0

d die orthogo-

nale Projektion von y auf Σ0
d.

1. Fall: B4ρ(y) ∩ Σ0
d = ∅ und 0 < ρ ≤ R∗

Mit der Poincaré Ungleichung, den Abschätzungen (4.20) und (4.16) aus dem Inneren folgt∫
Bρ(y)∩Σd

|u− uy,ρ|2 dx ≤ ρ2

∫
Bρ(y)

|∇u|2 dx

≤
(4.20)

c9ρ
m+3α

[
R−(m−2+3σ)

∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+ 1
]

≤
(4.16)

c′′(R∗)ρm+3α.

2. Fall: B4ρ(y) ∩ Σ0
d 6= ∅ und 0 < ρ ≤ R∗∫

Bρ(y)∩Σd

|u− uy,ρ|2 dx ≤
∫
B4ρ(y)∩Σd

|u− uy,4ρ|2 dx

≤
∫
S8ρ(x0)

|u− ux0,8ρ|2 dx

≤
(5.14)

c′′11ρ
m+3α

[
(R∗)−(m−2+3α)

∫
SR∗ (x0)

|∇u|2 dx+ 1
]

≤
(5.2)

2c′′11ρ
m+3α

[
(R∗)−(m−2+3α) c′′1 (R∗)−(m−2+2α)

]
≤ c′′12ρ

m+3α.

3. Fall: ρ > R∗

Es ist ρ−(m+3α) ≤ (R∗)−(m+3α) und damit

ρ−(m+3α)

∫
Bρ(y)∩Σd(0)

|u− uy,ρ|2 dx

≤ (R∗)−(m+3α)
∫
Bρ(y)∩Σd(0)

|u− uy,ρ|2 dx

≤ (R∗)−(m+3α)
∫
Bρ(y)∩Σd(0)

∫
Bρ(y)∩Σd(0)

|u(x)− u(z)|2 dz dx

≤ (R∗)−(m+3α) c(m, d) (Hölα,Σdu)2 <∞. (5.15)

Da Hölα,Σdu wegen Satz 3.4 a-priori abgeschätzt ist, haben wir hier eine Abschätzung, die

unabhängig von u ist.

Die in den drei Fällen auftretenden Konstanten hängen allesamt von R∗ ab. Wir konnten

R∗ jedoch nur abhängig von den Daten und von d wählen.

Alles in allem erhalten wir∫
Bρ(y)∩Σd

|u− uy,ρ|2 dx ≤ c′′13ρ
m+3α für alle y ∈ Σd(0) und ρ > 0.

Also gilt u ∈ L2,m+3α(Σd,Rn) und ‖u‖L2,m+3α(Σd,Rn) ≤ c′′13. Nach Campanatos Charakteri-

sierung hölderstetiger Funktionen, Satz 4.4, folgt die Hölderstetigkeit von u zum Exponen-

ten 3
2α auf Σd und eine a-priori Abschätzung der Hölderkonstanten zu diesem Exponenten.
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Wir wiederholen das Iterationsargument aus dem vorherigen Kapitel und gelangen zu∫
Sρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ c′′13(β)ρm−2+2β für alle 0 < ρ ≤ R (5.16)

für β ∈ (0, 1). Damit formulieren wir analog zu (4.23)∫
SR(x0)

|∇u−∇v|2 dx ≤ c′′14R
m−2+2β+α (5.17)

Wir prüfen nun die Voraussetzungen von Satz 4.4, den wir auf ∇u anwenden wollen. Dazu

schätzen wir das folgende Integral ab∫
Sρ(x0)

∣∣∣∇u− (∇u)ρ
∣∣∣2 dx (5.18)

=
m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dβu− (Dβu)ρ
∣∣∣2 dx+

∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmu− (Dmu)ρ
∣∣∣2 dx.

Zur Herleitung der Abschätzung führen wir nun geeignete Terme ein, die wir mit obigen

Formeln kontrollieren können, insbesondere mit den Formeln (5.17) und (5.8). Die Ab-

schätzungen sollen zur einer Form führen, auf die wir das Iterationslemma 4.1 anwenden

können. Dieses Vorgehen entspricht der Beweisführung im vorangegangenen Kapitel. Wir

beachten, dass aus der Hölderungleichung die Abschätzung∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmg − (Dmg)ρ
∣∣∣2 dx ≤ c′′4Rm+2α

folgt. Damit schätzen wir weiter ab∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmu− (Dmu)ρ
∣∣∣2 dx

≤ 4
∫
Sρ(x0)

|Dmu−Dmv|2 dx+ 4
∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmv − (Dmv)ρ
∣∣∣2 dx

+ 4
∫
Sρ(x0)

∣∣∣(Dmv)ρ − (Dmu)ρ
∣∣∣2 dx

≤
(5.17)

8c′′14R
m−2+2β+α + 8

∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmψ − (Dmψ)ρ
∣∣∣2 dx+ 8

∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmg − (Dmg)ρ
∣∣∣2 dx

+ 8c′′14R
m−2+2β+α

≤
(5.8)

16c′′14R
m−2+2β+α + 8c′4

( ρ
R

)m+2
∫
SR(x0)

|Dmψ − (Dmψ)R|
2 dx+ 8c′′4R

m+2α

≤ 32c′′14R
m−2+2β+α + 16c′4

( ρ
R

)m+2
∫
SR(x0)

|Dmv − (Dmv)R|
2 dx+ 32c′′4R

m+2α.

Das Integral auf der rechten Seite schätzen wir genau wie in (4.24) ab, und erhalten∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmu− (Dmu)ρ
∣∣∣2 dx

≤ c′′15

(
Rm−2+2β+α +Rm+2α

)
+ c′′16

( ρ
R

)m+2
∫
SR(x0)

|Dmu− (Dmu)R|
2 dx

≤ 2c′′15R
m−2+2β+α + c′′16

( ρ
R

)m+2
∫
SR(x0)

|Dmu− (Dmu)R|
2 dx. (5.19)
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Auf (5.19) wenden wir jetzt das Iterationslemma 4.1 an, denn für alle β ∈ (0, 1) ist die

Ungleichung m+ 2 > m− 2 + 2β+α erfüllt. Hiermit und mit Hilfe der Hölderungleichung

gelangen wir zu: ∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dmu− (Dmu)ρ
∣∣∣2 dx

≤ c′′17ρ
m−2+2β+α

[
R−(m−2+2β+α)

∫
SR(x0)

|Dmu− (Dmu)R|
2 dx+ 1

]
≤ c′′17ρ

m−2+2β+α

[
R−(m−2+2β+α)4

∫
SR(x0)

|∇u(x)|2 dx+ 1
]

≤
(5.2)

c′′17ρ
m−2+2β+αc(R,m). (5.20)

Nun möchten wir die Summe in (5.18) abschätzen. Hierzu erinnern wir an den Beweis von

Bemerkung 4.3 und erhalten folgende Abschätzung∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dβu− (Dβu)ρ
∣∣∣2 dx ≤ ∫

Sρ(x0)
|Dβu− c|2 dx für alle c ∈ Rn.

Wir wählen c := Dβg(x0) und benutzen die Formeln (5.7) sowie (5.17)

m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dβu− (Dβu)ρ
∣∣∣2 dx

≤
m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

|Dβu−Dβg(x0)|2 dx

≤ 8
[m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

|Dβu−Dβv|2 + |Dβv −Dβg|2 + |Dβg −Dβg(x0)|2 dx
]

≤ 8
[ ∫

SR(x0)
|∇u−∇v|2 dx+

m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

|Dβψ|2 dx+ c′′4R
m+2α

]

≤ 8
[
c′′14R

m−2+2β+α + c(λ, µ)
( ρ
R

)m+2
m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβψ|2 dx+ c′′4R
m+2α

]

≤ 72
(
c′′14 + c′′4

)
Rm−2+2β+α + 64c(λ, µ)

( ρ
R

)m+2
m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβu−Dβg(x0)|2 dx

≤ c′′
[
Rm−2+2β+α +

( ρ
R

)m+2
m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβu−Dβg(x0)|2 dx
]
. (5.21)

Nun wenden wir das Iterationslemma 4.1 auf die monoton wachsende Funktion

Λ(R) :=
m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβu−Dβg(x0)|2
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an. Wir erhalten

m−1∑
β=1

∫
Sρ(x0)

∣∣∣Dβu− (Dβu)ρ
∣∣∣2 dx

≤ cρm−2+2β+α

[
R−(m−2+2β+α)

m−1∑
β=1

∫
SR(x0)

|Dβu−Dβg(x0)|2 dx+ 1
]

≤ cρm−2+2β+α

[
R−(m−2+2β+α)2

∫
SR(x0)

|∇u|2 + |∇g|2 dx+ 1
]

≤ c′′18ρ
m−2+2β+α. (5.22)

Addition von (5.22) und (5.20) ergibt die gesuchte Abschätzung∫
Sρ(x0)

∣∣∣∇u− (∇u)ρ
∣∣∣2 dx ≤ (c′′18 + c′′17c(R,m))ρm−2+2β+α ≤ c′′20ρ

m−2+2β+α. (5.23)

Auch hier wollen wir noch einmal daran erinnern, dass R nur abhängig von den Daten ist.

Wir zeigen, dass aus den beiden Abschätzungen (5.23) und (4.25) die Abschätzung∫
Bρ(y)∩Σd

∣∣∣∇u− (∇u)ρ
∣∣∣2 dx ≤ c′′21ρ

m−2+2β+α (5.24)

für alle y ∈ Σd und ρ ∈ (0, R/8] folgt. Es bezeichne (∇u)y,ρ den Mittelwert von ∇u auf

dem jeweiligen Integrationsgebiet und x0 die orthogonale Projektion von y auf Σ0
d. Um

(5.24) zu beweisen, unterscheiden wir zwei Fälle:

1. Fall: B4ρ(y) ∩ Σ0
R(x0) = ∅

Wir setzen δ(y) := |x0 − y|. Dann liefert die Anwendung von (4.25) und von (5.23)∫
Bρ(y)∩Σd

∣∣∣∇u− (∇u)y,ρ
∣∣∣2 dx

≤
∫
Bρ(y)

∣∣∣∇u− (∇u)y,ρ
∣∣∣2 dx

≤
(4.25)

2c16ρ
m−2+2β+αδ(y)−(m−2+2β+α)

∫
Bδ(y)(y)

|∇u− (∇u)y,δ(y)|2 dx

≤ 2c16(2ρ)m−2+2β+α(2δ(y))−(m−2+2β+α)

∫
S2δ(y)(x0)

|∇u− (∇u)x0,2δ(y)|2 dx

≤
(5.23)

2c16(2ρ)m−2+2β+α(2δ(y))−(m−2+2β+α)c′′20(2δ(y))m−2+2β+α

= c′′22ρ
m−2+2β+α.

2. Fall: B4ρ(y) ∩ Σ0
R(x0) 6= ∅

Mit Formel (5.23) gilt∫
Bρ(y)∩Σd

∣∣∣∇u− (∇u)ρ
∣∣∣2 dx ≤ ∫

S8ρ(x0)
|∇u− (∇u)x0,8ρ|2 dx ≤ c′′20(8ρ)m−2+2β+α.

Für groÿe Radien ρ schätzen wir wie zuvor in (5.15) ab. Also gilt (5.24). Wählen wir nun
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β ∈ (1− α
2 , 1), so ist die Ungleichung m+ 2 ≥ m−2 + 2β+α > m erfüllt. Anwendung von

Satz 4.4 liefert uns jetzt wie im vorherigen Kapitel eine a-priori Schranke an Hölα,Σd∇u.
Damit erhalten wir die Stetigkeit von ∇u auf Σd(0) und wir können wie schon im vorheri-

gen Kapitel ‖∇u‖
C0(Σd(0),Rm×n)

abschätzen. Wir haben also eine a-priori Abschätzung für

die Höldernorm des Gradienten ∇u einer Darstellung u von U auf Σd(0) gefunden. Ein

Skalierungsargument, vgl. Kapitel 3, liefert uns die Gültigkeit des folgenden Satzes.

Satz 5.4.

Sei u eine Darstellung von U in Koordinaten zentriert um Q auf BL(Q). Für eine gegebene

Abbildung g ∈ C1,α0(Σ5d,Rn) mit u|Σ0
5d

= g|Σ0
5d

existieren Konstanten C = C(m,n, λ,

µ, ω, κ, L,Γ0, ‖g‖C1,α0 (Σ0
5d,Rn)

) und α = α(m,α0, λ, µ, L, ω, κ), so dass folgende Abschätzung

gilt:

d‖∇u‖C0(Σd,Rm×n) + d1+αHölα,Σd∇u ≤ C.



Kapitel 6

C2,α-Abschätzungen

In diesem Kapitel gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen der vorherigen Kapitel

und von Satz 2.13. Wir zeigen im Folgenden durch Anwendung der linearen Theorie der

elliptischen partiellen Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung die C2,α-Regularität einer

harmonischen Abbildungen U zwischen einer Finsler-Mannigfaltigkeit M und einer Rie-

mann'schen Mannigfaltigkeit N. Dabei erfülle U die Kleinheitsbedingung U(M) ⊂ BL(Q)

für einen regulären Ball BL(Q) ⊂ N und die Randbedingung U = Φ auf ∂M für eine Ab-

bildung Φ ∈ C2,α(M,N).

Zu einem inneren Punkt P ∈ M existiert eine Karte (χ,ΩP), so dass P ∈ ΩP , χ(ΩP) =

B4d(0) und χ(P) = 0. Wir de�nieren wie vorher die Darstellung u = Ψ ◦ U ◦ χ−1 :

B4d(0)→ Rn von U für eine, nicht notwendigerweise normale Karte Ψ : BL(Q)→ Rn, die

um Q zentriert ist. Dementsprechend sei g die Darstellung von Φ. Für einen Randpunkt

können wir dies analog machen. In Satz 4.5 und Satz 5.4 haben wir zeigen können, dass

u ∈ C1,α(Bd(0),Rn) bzw. u ∈ C1,α(Σd(0),Rn) und dass die zu diesen Räumen gehören-

den Normen von u a-priori abgeschätzt sind. Weiterhin haben wir vorausgesetzt, dass die

Zielmannigfaltigkeit N ∈ C3 ist. Wie schon in Kapitel 2 diskutiert, besitzen damit die

Komponenten des Fundamentaltensors hij(u) von N bezüglich der Karte Ψ : BL(Q)→ Rn

und bezüglich lokaler Koordinaten u1, . . . , un die Regularität hij ∈ C2(N,R) für alle

i, j = 1, . . . , n. Des Weiteren sind die Christo�el-Symbole Γljk der Riemann'schen Metrik

h C1-regulär. Also gilt

f l(u) = Γljk(u)Aαβ(x)Dαu
iDβu

j ∈ C0,α(Bd(0))

für l = 1, . . . , n. Nun betrachten wir die folgenden n linearen partiellen elliptischen Di�e-

rentialgleichungen zweiter Ordnung:

−Dβ(Aαβ(x)Dαw
l) = f l(u) in Bd(0),

wl = ul auf ∂Bd(0), l = 1, . . . , n
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im klassischen Sinne. Nach [GT, Thm. 6.13] haben diese n Di�erentialgleichungen eine

eindeutige (klassische) Lösung w ∈ C0(Bd(0),Rn) ∩ C2,α(Bd(0),Rn). Diese ist zugleich

auch schwache Lösung der obigen Di�erentialgleichungen, d.h.∫
Bd(0)

Aαβ(x)Dαw
lDβϕ

l dx =
∫
Bd(0)

f l(u)ϕl dx für alle ϕ ∈ C∞0 (Bd(0),Rn).

Da u die schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7) des Energiefunktionals erfüllt, folgt∫
Bd(0)

Aαβ(x)Dα(wl − ul)Dβϕ
l dx = 0 für alle ϕ ∈ C∞0 (Bd(0),Rn).

Auÿerdem gilt wl−ul ∈W 1,2
0 (Bd(0)) für alle l = 1, . . . , n. Dies folgt aus der Stetigkeit von

wl−ul auf dem Abschluss von Bd(0) und den starken Nullrandwerten von ul−wl, vgl. [A,
A6.6, A6.10]. Eine Eindeutigkeitsaussage über Lösungen der letzten Di�erentialgleichun-

gen, siehe [GT, Kor. 8.2], liefert uns wl = ul fast überall in Bd(0). Da beide Funktionen

stetig sind, folgt wl = ul auf Bd(0) (im klassischen Sinne). Also gilt u ∈ C2,α(Bd(0),Rn).

Insbesondere haben wir auf Grund der Beliebigkeit von P gezeigt, dass U in jedem inneren

Punkt von M zweimal stetig di�erenzierbar ist. [GT, Kor. 6.3] liefert noch folgende lokale

Abschätzung für die Höldernorm der zweiten Ableitungen(
d

2

)2

‖D2u‖
C0(Bd/2(0),Rm2n)

+
(
d

2

)2+α

Hölα,Bd/2(0)D
2u ≤ C

(
L+

n∑
l=1

‖f l(u)‖
C0,α(Bd(0))

)
mit Konstante C = C(m,n, λ, µ, d, α). Diese Abschätzung liefert uns aufgrund der in den

vorherigen Kapiteln in Satz 4.5 und Satz 5.4 hergeleiteten a-priori Abschätzungen für die

Höldernorm von ∇u eine a-priori Abschätzung für die Höldernorm von f l(u). Insbesondere

folgt damit eine a-priori Abschätzung der zweiten Ableitungen D2u von u. Demzufolge ist

die C2,α(Bd/2(0),Rn)-Norm von u a-priori abgeschätzt.

Nun zeigen wir die Randregularität von U . Dazu sei P ∈ ∂M und Ω eine Umgebung von

P, deren Abschluss homöomorph auf Σ5d(0) abgebildet werden kann. Nach Satz 5.4 wissen

wir, dass u ∈ C1,α(Σd(0),Rn) ist. Daher ist f l(u) ∈ C0,α(Σd(0)) für l = 1, . . . , n. Nach

der De�nition einer Mannigfaltigkeit mit Rand korrespondiert Σ0
d(0) gerade mit ∂M ∩ Ω

und deshalb korrespondieren alle x ∈ Σd(0) mit inneren Punkten von M. Aus den obigen

Überlegungen für den inneren Fall folgt, dass u ∈ C2(Σd(0),Rn) ist. O�ensichtlich ist

Σ0
d(0) ein C2,α-Randstück von Σd(0). Nach Annahme gilt g ∈ C2,α(Σ5d(0),Rn) für die

Darstellung der Randabbildung Φ. Also können wir die Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7)

des Energiefunktionals auch in starker Form formulieren. Die Darstellung u erfüllt damit

die folgenden n partiellen Di�erentialgleichungen:

−Dβ(Aαβ(x)Dαu
l) = f l(u) in Σd(0),

ul = gl auf Σ0
d(0), l = 1, . . . , n.
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Dabei ist die rechte Seite f l(u) schon bekannt für l = 1, . . . , n und wir haben auf der linken

Seite einen linearen elliptischen Operator zweiter Ordnung. Nach [GT, Lemma 6.18] gilt

u ∈ C2,α(Σd(0) ∪ Σ0
d(0),Rn). [GT, Kor. 6.7] liefert dann die Abschätzung

‖u‖
C2,α(Sd/2(0),Rn)

≤ C
(
L+ ‖g‖

C2,α(Σd(0),Rn)
+

n∑
l=1

‖f l(u)‖
C0,α(Σd(0))

)
mit Konstante C = C(m,α, λ, µ, d). Dies ist o�enbar eine a-priori Abschätzung vom ge-

wünschten Typ.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass zu jedem P ∈ int(M) (bzw. ∂M) eine Karte

(χP ,ΩP) existiert mit χ(P) = 0, ΩP := χ−1(Bd/2(0)) (bzw. ΩP := χ−1(Bd/2(0) ∩ {xm ≥
0})). Dies kann man erreichen, in dem man beispielsweise eine Umgebung eines Punktes

P ∈ ∂M via χ auf Σ5d(0)∩Σ0
5d(0) abbildet, als Karte dann aber (χ, χ−1(Bd/2(0)∩ {xm ≥

0})) verwendet. Wegen der Kompaktheit von M erhält man auf diese Weise einen endli-

chen Atlas (χj ,Ωj)kj=1 von M, insbesondere gilt M =
⋃k
j=1 Ωj für ein k ∈ N. Also sind

alle Darstellungen uj von U Elemente von C2,α(χ(Ωj),Rn), die a-priori abgeschätzt sind.

Damit ist auch die im zweiten Kapitel de�nierte Höldernorm von U

‖U‖C2,α(M,N) =
k∑
j=1

‖uj‖C2,α(χj(Ωj),Rn)

a-priori abgeschätzt. Dies beweist Satz 2.13.

Diesen (endlichen) Atlas wollen wir nun �xieren und im nächsten Kapitel verwenden, um

die Existenz harmonischer Abbildungen U : M→ N mit vorgeschriebenen Randwerten zu

zeigen.





Kapitel 7

Existenzsatz

In diesem Abschnitt werden wir abschlieÿend die Existenz harmonischer Abbildungen

von einer vollständigen, berandeten, orientierten und kompakten Finsler-Mannigfaltigkeit

(M, F ) der Dimension m in eine n-dimensionale Riemann'sche Mannigfaltigkeit (N, h) der

Klasse C3 mit vorgeschriebenen Randdaten, die eine Kleinheitsbedingung erfüllen, be-

weisen. Dies verallgemeinert das Resultat in [HKW1]. Dem Beweis aus [HKW1] folgend

kombinieren wir die Leray-Schauder-Abbildungsgrad-Theorie mit den in den vorherigen

Kapiteln gewonnenen a-priori Abschätzungen.

Bevor wir zu dem Existenzsatz und seinem Beweis kommen, möchten wir einen kleinen

technischen Einschub machen. Im Beweis werden wir Operatorgleichungen betrachten.

Diese Operatoren sind durch Lösungen eines Dirichlet-Problems, also durch Lösungen

partieller Di�erentialgleichungen, de�niert. Es stellt sich die Frage, wie man solche Dif-

ferentialgleichungen behandelt. Wir verwenden dazu eine Zerlegung der Eins und lokali-

sieren die Di�erentialgleichungen. Mit Hilfe der Schauder-Theorie erhalten wir dann die

Lösbarkeit der Di�erentialgleichungen und Regularitätseigenschaften der Lösung. Präziser

formulieren wir diesen Sachverhalt im Folgenden. Sei (χj ,Ωj), j = 1, . . . , k, der in Kapitel

6 konstruierte (endliche) Atlas von M. Sei ηj eine Zerlegung der Eins bezüglich der Ωj ,

d.h. ηj ∈ C∞0 (Ωj) für j = 1, . . . , k. Wir setzen ηj auf triviale Art durch 0 auÿerhalb von

Ωj für alle j = 1, . . . , k, fort. Eine Abbildung f : M→ Rn können wir dann schreiben als

f =
k∑
j=1

ηjf.

Mithin ist die Funktion f durch die Funktionen ηjf, j = 1, . . . , k, schon eindeutig bestimmt,

welche wiederum schon eindeutig durch ihre Werte auf Ωj bestimmt sind, da sie auf M\Ωj

verschwinden. Des Weiteren gilt supp (ηjf) ⊂⊂ Ωj . Wir müssen zwei Fälle betrachten.

1. Fall: Ωj ∩ ∂M 6= ∅
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Per Konstruktion gilt χj(Ωj) = Bd/2(0) ∩ {xm ≥ 0}, was supp ((ηjf) ◦ χ−1
j ) ⊂⊂ χj(Ωj)

impliziert. Wir können also ein Gebiet Gj mit supp ((ηjf) ◦ χ−1
j ) ⊂ (Gj ∪ {xm = 0}) ⊂⊂

χj(Ωj) und ∂Gj ∈ C∞ �nden.

2. Fall: Ωj ∩ ∂M = ∅
Dann gilt χj(Ωj) = Bd/2(0). Also �nden wir auch hier ein GebietGj ⊂ Rm mit supp ((ηjf)◦
χ−1
j ) ⊂ Gj ⊂ χj(Ωj) und ∂Gj ∈ C∞.

Wir stellen fest, dass es genügt, die Funktionen ηjf, j = 1, . . . , k, auf Gj zu kennen. In

dem weiter unten folgenden Beweis werden Di�erentialgleichungen der Art

Tv = f in int(M),

v = g auf ∂M,

auftauchen. Hierbei ist T ein elliptischer Di�erentialoperator zweiter Ordnung und f bzw.

g sind vorgeschriebene Abbildungen von der Finsler-Mannigfaltigkeit M in den Rn. Wenn

wir von Lösbarkeit dieser Di�erentialgleichungen, Regularität der Lösungen v oder Ab-

schätzungen der Lösungen v sprechen, meinen wir die Lösbarkeit von

Tvj = (ηjf) ◦ χ−1
j in Gj ,

vj = (ηjg) ◦ χ−1
j auf ∂Gj ,

für alle j = 1, . . . , k. Als �globale� Lösung setzen wir v =
∑k

j=1 ηj(vj ◦χj). Regularitätsaus-
sagen über vj und Abschätzungen für vj lassen sich somit sofort auf v übertragen, soweit

die Regularität der Mannigfaltigkeit dies zulässt, d.h. die Regularität der Kartenwechsel

dies zulässt. Wir ziehen uns also mit Hilfe der Zerlegung der Eins immer auf eine lokale

Situation im Urbild zurück.

Des Weiteren können wir uns im Folgenden auf Abbildungen beschränken, die in den Rn

statt nach N abbilden. Dies resultiert aus Lemma 2.7 und der Tatsache, dass wir Abbil-

dungen betrachten, die in einen regulären Ball BL(Q) ⊂ N abbilden. Diesen können wir an

Hand einer einzigen Normalkarte parametrisieren. Daraus folgt, dass wir auch das Bild al-

ler auftauchenden Abbildungen mit einer einzigen Karte lokalisieren können. Insbesondere

erinnern wir hier an die sich an Lemma 2.7 anschlieÿende Überlegung, aus der folgt, dass

die hier betrachteten Abbildungen als Abbildungen in den Rn dem Betrage nach durch den

Radius L des regulären Balles BL(Q) beschränkt sind. Zur Vollständigkeit wiederholen wir

nun unser bereits in der Einleitung formuliertes Existenzresultat.

Satz 7.1 (Existenzsatz).

Seien (M, F ) und (N, h) wie oben und Φ ∈ C2,α0(M,N) für α0 ∈ (0, 1) eine vorgeschriebene

Abbildung. Es gebe einen Punkt Q ∈ N und eine Zahl L > 0, so dass Φ(∂M) ⊂ BL(Q), wobei

L < π
2
√
κ
gelte und BL(Q) ein regulärer Ball sei. Dann existiert eine Zahl α ∈ (0, 1) und

eine harmonische Abbildung U ∈ C2,α(M,N), so dass U|∂M = Φ|∂M und U(M) ⊂ BL(Q).
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Wir werden sehen, dass die Zahl α genau der Hölderexponent aus Satz 2.13 ist.

Beweis. Sei L0 ∈ R, so dass

L = sup
∂M

Φ < L0 <
π

2
√
κ
,

und so dass BL0(Q) ebenfalls ein regulärer Ball ist. Wir zitieren dazu [Kar]: �Jede kom-

pakte Teilmenge einer Riemann'schen Mannigfaltigkeit N, die ihren Schnittort nicht tri�t,

besitzt eine Umgebung, die ebenfalls punktfremd zu ihrem Schnittort ist�. Wir �xieren

eine Normalkarte von BL0(Q) zentriert um Q und nennen die Darstellung von Φ bezüglich

dieser Koordinaten g. Es folgt, dass Q die Koordinaten (0, . . . , 0) besitzt.

Wir betrachten nun die Funktionalgleichung

u = Θ(u) + ζ, (7.1)

wobei ζ = ζ(g) gegeben ist durch die eindeutige Lösung des folgenden Systems von n

linearen Di�erentialgleichungen

Dβ(Aαβ(x)Dαζ
i) = 0 in int(M), (7.2)

ζi = gi auf ∂M für i = 1, . . . , n.

Nach [GT, Thm. 6.14] ist die Lösung ζ eindeutig und es gilt ζ ∈ C2,α(M,Rn). Wir de�nieren

folgende Menge

B0 := {u ∈ C2(M,Rn) : ‖u‖C0(M,Rn) ≤ L0}.

Wir bemerken, dass u ∈ B0 eine Abbildung repräsentiert, die in den regulären Ball

BL0(Q) ⊂ N abbildet. Wir de�nieren Θ nun als denjenigen Operator, der u ∈ B0 auf

die Lösung v = (v1, . . . , vn) von folgenden n linearen elliptischen Di�erentialgleichungen

zweiter Ordnung mit hölderstetiger rechter Seite abbildet.

Dβ(Aαβ(x)Dαv
l) = −Γlij(u)Aαβ(x)Dαu

iDβu
j in int(M), (7.3)

vl = 0 auf ∂M, l = 1, . . . , n.

Nach [GT, Thm. 6.14] sind diese Di�erentialgleichungen eindeutig lösbar und die Lösung

v ist Element von C2,α(M,Rn). Die eindeutige Lösbarkeit impliziert die Wohlde�niertheit

von Θ. Bezeichnen wir mit f(u) := (f1(u), . . . , fn(u)) die rechte Seite von (7.3), so gilt

folgende Abschätzung aus der Schauder-Theorie:

‖v‖C2,α(M,Rn) ≤ C‖f(u)‖C0,α(M,Rn) (7.4)

mit Konstante C = C(m,α, µ, λ,M), wobei α der Hölderexponent aus Satz 2.13 ist. Wir

de�nieren die in C2(M,Rn) o�ene und beschränkte Menge A wie folgt:

A := {u ∈ C2(M,Rn) : ‖u‖C2(M,Rn) < K + 1 und ‖u‖C0(M,Rn) < L0},
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wobei K die Konstante aus der C2,α-a-priori Abschätzung, Satz 2.13, darstellt. O�enbar

gilt A ⊂ B0.

Wählen wir nun eine Folge
(
um
)
m∈N aus der in C2(M,Rn)-beschränkten Menge A, so

impliziert die Ungleichung (7.4), dass alle Θ(um) = vm gleichmäÿig in der C2,α-Norm ab-

geschätzt werden können. Denn die gleichmäÿige Beschränktheit der Folgenglieder um in

der C0-Norm impliziert die gleichmäÿige Beschränktheit der stetigen Funktionen Γlij(um)

in der C0-Norm.

Damit gilt Θ(A) ⊂ C2,α(M,Rn) und Θ(A) ist bezüglich der C2,α(M,Rn)-Norm gleichmä-

ÿig beschränkt. Weiter folgt aus der Hölderstetigkeit der zweiten Ableitungen von v ∈ Θ(A)

und der Abschätzung (7.4) die gleichgradige gleichmäÿige Stetigkeit von Θ(A) im Banach-

raum
(
C2(M,Rn), ‖ · ‖C2(M,Rn)

)
. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt nun, dass Θ(A)

präkompakt in C2(M,Rn) ist. Da Θ ein nichtlinearer Operator ist, müssen wir noch die

Stetigkeit von Θ zeigen, um zu schlieÿen, dass Θ ein kompakter Operator ist. Sei dazu

u0 ∈ A und
(
uk
)
m∈N ⊂ A eine Folge mit uk → u0 in C2(M,Rn) für k → ∞. Auf Grund

der Linearität des Di�erentialoperators in (7.3) und auf Grund der Abschätzung (7.4) gilt

‖Θ(uk)−Θ(u0)‖C2(M,Rn) = ‖vk − v0‖C2(M,Rn) ≤ ‖vk − v0‖C2,α(M,Rn)

≤ C‖Aαβ‖C0,α(M,Rn)‖Γlij(uk)Dαu
i
kDβu

j
k − Γlij(u0)Dαu

i
0Dβu

j
0‖C0,α(M,Rn).

Weiterhin gilt Dαu
i
k → Dαu

i
0 in C1(M,Rn) für k → ∞. Mit der in Kapitel 6 bemerkten

Di�erenzierbarkeit der Abbildungen Γlij(·) folgt Γlij(uk) → Γlij(u0) in C0,α(M,Rn) für

k →∞. Damit schlieÿen wir

‖Θ(uk)−Θ(u0)‖C2(M,Rn) −→
k→∞

0.

Also ist gezeigt, dass Θ : A → C2(M,Rn) ein kompakter Operator ist. Nun soll die

Leray-Schauder-Abbildungsgrad-Theorie angewendet werden, um zu zeigen, dass die oben

genannte Operatorgleichung u = Θ(u)+ζ eine Lösung besitzt, also der Operator Θ+ζ einen

Fixpunkt hat. Wir zeigen genauer, dass der Abbildungsgrad deg(Id − sΘ − tζ,A, 0) = 1

ist für (t, s) ∈ [0, 1] × [0, 1]. Hierzu gehen wir in zwei Schritten vor, in denen jeweils die

Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades ausgenutzt werden soll, vgl. [De, Section 8.3

(D3)].

1. Schritt:

Wir betrachten die folgende Störung der Identitätsabbildung:

Fs := Id− sΘ, s ∈ [0, 1].

Fs ist eine kompakte Störung der Identität, denn sΘ ist eine Konvexkombination zweier

kompakter Operatoren, nämlich von Θ und 0. Wir zeigen 0 /∈ (Id − sΘ)(∂A), um damit

die Konstanz von s 7→ deg(Id− sΘ,A, 0) zu beweisen.
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Nehmen wir das Gegenteil an, so existiert ein u ∈ ∂A mit 0 = Fs(u) = u − sΘ(u) für ein

s ∈ [0, 1], d.h.

u = sΘ(u).

Auf Grund von (7.3) erhalten wir

Dβ(Aαβ(x)Dαu
l) = −sΓlij(u)Aαβ(x)Dαu

iDβu
j in int(M), (7.5)

u = sΘ(u) = sv = 0 auf ∂M, l = 1, . . . , n.

Da u ∈ ∂A, gilt supM |u| ≤ L0 <
π

2
√
κ
. Unter Ausnutzung der Elliptizität von Aαβ und den

Vergleichssätzen (2.12) zeigen wir jetzt, dass

Dβ(Aαβ(x)Dα|u|2) ≥ 0 aufM. (7.6)

Dazu betrachten wir die schwache Formulierung der Di�erentialgleichungen (7.5) und set-

zen uη für η ∈ C∞0 (M) und η ≥ 0 als Testvektor ein∫
M
Aαβ(x)Dαu

i(Dβu
iη + uiDβη) dx =

∫
M
sf l(u)ulη dx

⇒ −1
2

∫
M
Aαβ(x)Dα|u|2Dβη dx =

∫
M

(Aαβ(x)Dαu
iDβu

i − sf l(u)ul)η dx

≥
(2.11)

∫
M

(
(1− s)Aαβ(x)Dαu

iDβu
i︸ ︷︷ ︸

≥0

+saκ(|u|)E(u)
)
η dx

≥
∫

M
saκ(|u|)E(u)η dx

≥ 0. (7.7)

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass aκ(|u|) ≥ aκ(L0) > 0. Die Formel (7.6)

besagt, dass |u|2 eine Sublösung des linearen elliptischen Operators Dβ(Aαβ(x)Dα) ist. Da

|u|2 = uiui ∈ C2(int(M)) und u ∈ C0(M,Rn), folgt aus dem schwachen Maximumprinzip,

siehe z.B. [GT, Thm. 3.1], und den Nullrandwerten von u

sup
M
|u|2 ≤ sup

∂M
|u|2 = 0. (7.8)

Also gilt |u|2 = 0 und damit folgt u = 0 auf M. Dann gilt jedoch auch ‖u‖C2(M,Rn) = 0

und ‖u‖C0(M,Rn) = 0, also u /∈ ∂A. Dies führt uns zu einem Widerspruch.

Also kann kein u ∈ ∂A mit u = sΘ(u) existieren.

Da deg(Id,A, 0) = 1, vgl. z.B. [De, Section 8.3 (D1)], folgt nun mit der Konstanz von

s 7→ deg(Id− sΘ,A, 0), dass deg(Id−Θ,A, 0) = 1 ist.

2.Schritt:

Wir betrachten die kompakte Homotopie Θ + tζ und damit folgende kompakte Störung

der Identität:

Id−Θ− tζ.
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Wir zeigen durch Annahme des Gegenteils, dass 0 /∈ (Id−Θ− tζ)(∂A).

Angenommen es existiert ein u ∈ ∂A mit 0 = u−Θ(u)− tζ. Dann gilt per De�nition von

Θ und ζ

Dβ(Aαβ(x)Dαu
l) = −Γlij(u)Aαβ(x)Dαu

iDβu
j in int(M), (7.9)

u = tg auf ∂M, 1 ≤ l ≤ n.

Auf Grund von (7.9) und supM |u| ≤ L0 <
π

2
√
κ
können wir die gleiche Rechnung wie in

(7.7) mit s = 1 wiederholen. Also folgt, dass |u|2 eine Sublösung des Di�erentialoperators

Dβ(Aαβ(x)Dα) ist. Nochmalige Anwendung des schwachen Maximumprinzips, siehe [GT,

Thm. 3.1], liefert uns

sup
M
|u|2 ≤ sup

∂M
|u|2 = t2 sup

∂M
|g|2 ≤ L2 < L2

0. (7.10)

Also ‖u‖C0(M,Rn) < L0. Da u ∈ ∂A ist, muss folglich ‖u‖C2(M,Rn) = K + 1 gelten. Auch

dies wollen wir zum Widerspruch führen.

Abschätzung (7.10) impliziert ‖u‖C0(M,Rn) ≤ L. Demnach gilt die Kleinheitsbedingung

U(M) ⊂ BL(Q) ⊂ N, wobei U durch u und die zu Beginn des Beweises �xierte Normalkar-

te von BL0(Q) gegeben ist.

(7.9) impliziert U = tΦ auf ∂M und U harmonisch. Nun liefert die C2,α-a-priori Abschät-

zung, Satz 2.13, eine Konstante Kt, für die gilt ‖u‖C2,α(M,Rn) ≤ Kt. Aus Bemerkung 3.3

zu den Randabschätzungen erhalten wir Kt ≤ K1 = K für alle t ∈ [0, 1]. Insbesondere gilt

‖u‖C2(M,Rn) < K + 1. Damit folgt u /∈ ∂A, was uns zu einem Widerspruch führt.

Insofern existiert keine Lösung u ∈ ∂A von 0 = (Id−Θ−tζ)(u) für t ∈ [0, 1]. Eine nochma-

lige Anwendung der Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades und der im ersten Schritt

erhaltenen Tatsache, dass deg(Id−Θ,A, 0) = 1 ist, ergibt deg(Id−(Θ+ζ),A, 0) = 1. Nach

[De, Thm. 8.2] erhalten wir schlieÿlich die Existenz eines u ∈ A mit u = Θ(u) + ζ. Mithin

hat die Funktionalgleichung (7.1) eine Lösung und durch Addition der Systeme (7.2) und

(7.3) erhalten wir eine Abbildung U ∈ C2,α(M,N), die harmonisch ist, die die vorgegebe-

ne Randbedingung U = Φ auf ∂M erfüllt und die in einen regulären Ball abbildet, also

U(M) ⊂ BL(Q). Letzteres folgt aus (7.10) mit t = 1. Das ist die Behauptung.
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