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Kapitel 1

Einleitung

Sei (M, F) eine vollstandige, berandete, orientierte und kompakte Finsler-Mannigfaltigkeit
der Dimension m und (N, h) eine vollstindige, unberandete Riemann’sche Mannigfaltigkeit
der Dimension n. In dieser Arbeit wollen wir das Dirichlet-Problem harmonischer Abbil-
dungen von M nach N untersuchen, d.h. wir untersuchen die Menge der harmonischen
Abbildungen U : M — N, die auf dem Rand OM von M mit einer vorgeschriebenen Ab-
bildung ® : M — N iibereinstimmen. Wir fordern in dieser Arbeit, dass die Abbildung ®
eine Kleinheitsbedingung erfiillt. Genauer fordern wir, dass ®(M) Teilmenge eines regu-
laren Balls Br(Q) € N mit Mittelpunkt Q € N und Radius L > 0 ist. Wir nennen einen
geoditischen Ball
Br(Q) ={PeN: distn(P,Q) < L}

einen reguldren Ball, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) VAL <13,
(i) C(Q)NBL(Q) = 0.

Wir bezeichnen hierbei mit C(Q) den Schnittort des Mittelpunktes Q, vgl. [GKM, Abschnitt
5.4]. Des Weiteren deklarieren wir mit Ko die Schnittkriimmung von N und setzen damit:
k :=max(0, sup Ky) und w:=min(0, inf Ky).

Br(9Q) BL(Q)
Wir fordern also, dass die Schnittkriimmung Ky von N durch w und & beschrankt ist. Zur
Veranschaulichung geben wir spiter in diesem Abschnitt einige Beispiele reguldrer Bille.
Dariiber hinaus erldutern wir die Bedeutung der Bedingung /xL < 7.
Mit Hilfe dieser Begriffsbildung kénnen wir unser Hauptresultat, welches wir mit Hil-
fe von a-priori Abschéitzungen von harmonischen Abbildungen und der Leray-Schauder-

Abbildungsgrad-Theorie beweisen kénnen, als folgenden Satz formulieren:
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Satz 1.1 (Existenzsatz).

Seien (M, F) und (N, h) wie oben. Zusdtzlich sei (N, h) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit
der Klasse C3. Sei Br(Q) C N ein regulirer Ball und ® : M — B (Q) eine gegebene
Abbildung der Klasse C%*0(M,N), ag € (0,1). Dann ezistiert eine harmonische Abbildung
U:M — N der Klasse C>*(M,N) mit U(M) C B(Q) und mit Ulyy = ®|gp wobei a

nur von den geometrischen Daten des Problems und der Abbildung ® abhdngt.

Wir geben nun einen Uberblick iiber den Aufbau der Arbeit. Im zweiten Kapitel legen wir
die Notation fest und geben grundlegende Hilfsmittel an, um das Dirichlet-Problem harmo-
nischer Abbildungen mit Finsler’schem Urbild zu 16sen. Insbesondere geben wir in Kapitel
2 die Definition einer harmonischen Abbildung auf einer Finsler-Mannigfaltigkeit. Dazu
fithren wir die Energiedichte e(U) einer Abbildung U : M — N ein, und stellen dar, wie
durch Integration der Energiedichte e(U) iiber der Finsler-Mannigfaltigkeit M eine Ener-
gie E(U) der Abbildung U definiert werden kann. Dabei werden wesentliche Konzepte der
Finsler-Geometrie kurz erldutert. Am Schlufs von Kapitel 2 formulieren wir in Satz 2.13
die fiir uns zentrale a-priori Abschitzung von harmonischen Abbildungen beziiglich der
C?“Norm.

Im dritten Kapitel verallgemeinern wir ein Resultat von Hildebrandt, Kaul und Widman
[HKW?2]| iiber die Stetigkeit harmonischer Abbildungen zwischen Riemann’schen Man-
nigfaltigkeiten. Im Gegensatz zu [HKW2| benutzen wir fiir den Stetigkeitsbeweis keine
Green’schen Funktionen. Des Weiteren erginzen wir die a-priori Abschétzungen von har-
monischen Abbildungen auf Finsler-Mannigfaltigkeiten, die kiirzlich von von der Mosel und
Winklman in [MW] hergeleitet wurden, siehe Satz 2.12.

In den Kapiteln 4 und 5 verallgemeinern wir die Resultate von Giaquinta und Hildebrandt
|GH] iiber a-priori Abschidtzungen des Gradienten harmonischer Abbildungen zwischen
Riemann’schen Mannigfaltigkeiten, die mit Hilfe mollifizierter Green’scher Funktionen her-
geleitet wurden. Fiir den Beweis verwenden wir eine Technik, die den Ideen von Campanato
[Cal folgt und in [GH, Section 7| skizziert ist.

Im sechsten Kapitel zeigen wir, wie mit Hilfe der linearen Theorie der elliptischen, partiel-
len Differentialgleichungen zweiter Ordnung und den vorangegangenen Resultaten héhere
Regularitdt bewiesen werden kann.

Zum Abschluf der Arbeit beweisen wir in Kapitel 7 das in Satz 1.1 angegebene Existenzre-
sultat fiir harmonische Abbildungen, welches ein Resultat {iber die Existenz harmonischer
Abbildungen zwischen Riemann’schen Mannigfaltigkeiten von Hildebrandt, Kaul und Wid-
man |[HKW1]| verallgemeinert. Fiir den Beweis kombinieren wir wie in [HKW1] die a-priori
Abschétzungen mit der Leray-Schauder-Abbildungsgrad-Theorie. Die Tatsache, dass das
Bild der harmonischen Abbildung U selbst in einem reguléren Ball liegt, ist dann eine

Folgerung aus dem schwachen Maximumprinzip.
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Das Resultat aus [HKW1]| wurde in einer leicht verbesserten Version von denselben Au-
toren in [HKW?2] iiber einen variationellen Zugang hergeleitet. Dieser erlaubte aber keine
a-priori Abschétzungen.

In dem Fall, dass das Urbild eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit ist und die Dimension
m = 1 ist, reduziert sich das Dirichlet-Problem auf Geodétische in N. Dies wurde in den
grundlegenden Arbeiten von Hilbert und Morse studiert. Der Fall m = 2 wurde ausgiebig
von Morrey in [M1] und [M2] sowie von vielen anderen Autoren behandelt. Fiir mehr In-
formationen dazu verweisen wir auf den Ubersichtsartikel von Eells und Lemaire [EL].
Fiir m > 3 gibt es Existenzresultate von Eells und Sampson [ES| und Hamilton [Hal, die je-
doch voraussetzen, dass die Schnittkriimmung Ko der Zielmannigfaltigkeit N nicht-positiv
ist.

Falls Ky beschrinkt ist und falls das Urbild eine Riemann’schen Mannigfaltigkeit ist, set-
zen Giaquinta, Hildebrandt, Kaul und Widman in [HKW1]|, |[HKW2| und |GH]| voraus,
dass die vorgeschriebenen Randdaten in einem regulédren Ball liegen. Mit dieser Kleinheits-
bedingung an das Bild der harmonischen Abbildung U und der gegebenen Randabbildung
®, aber mit einer Finsler-Mannigfaltigkeit als Definitionsbereich operieren von der Mo-
sel und Winklman in [MW]. Fiir den Beweis der Ergebnisse von [MW]| wird anstelle von
Green’schen Funktionen eine geschickte Iterationsprozedur und eine schwache Harnack-
Ungleichung fiir Sublésungen von linearen partiellen Differentialgleichungen eingesetzt.
Das Vorgehen in [MW]| basiert auf einem Zugang von Pingen |Pi|, der Ideen von Caffarelli
|Caf] und M. Meier [Me| genutzt hat, um einerseits harmonische Abbildungen zwischen
Riemann’schen Mannigfaltigkeiten und andererseits parabolische Systeme und singuldre
elliptische Systeme zu untersuchen. Diese Kleinheitsbedingung setzen auch wir in dieser
Arbeit voraus. Der Begriff regulédrer Ball soll wie oben angekiindigt mit den folgenden

Beispielen ein wenig illustriert werden:

1. Falls N einfach zusammenhéngend und die Dimension n > 2 ist, sowie fiir die Schnitt-

kriimmung Ky < 0 gilt, dann ist jeder Ball in N regulir, vgl. [GKM, Seite 201].

2. Falls N zusammenhéngend und orientierbar ist, die Dimension n von N gerade ist,
sowie fiir die Schnittkriimmung 0 < Koy < 7 gilt, dann ist jeder Ball B.(Q) in N

regular, vgl. [GKM, Seite 227-228|, falls L < ﬁ

3. Falls N kompakt, zusammenhéngend und nicht-orientierbar ist, die Dimension n von
N gerade ist, 0 < Ky < mund L < ﬁ, so ist jeder Ball By (Q) in N regulér, vgl.
[GKM, Seite 229-230].

4. Falls N einfach zusammenhéngend ist, 0 < 7 < Ky < sk und L < ﬁ gilt, so ist
jeder Ball Br,(Q) in N reguldr, vgl. [GKM, Seite 254].



5. Wenn N = S§™ die Einheitssphire ist, dann sind alle Bille, die in der offenen oberen

Halbsphére enthalten sind, regulér.

Man nennt eine stetige harmonische Abbildung, die in einen reguldren Ball abbildet und
vorgeschriebene Randwerte besitzt, auch kleine Losung. Ab jetzt beziehen wir uns nur auf
den Fall, dass M eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit ist. Hierfiir haben Jiger und Kaul in
[JK1] gezeigt, dass es hochstens eine kleine Losung fiir das Dirichlet-Problem gibt, sofern
die Randabbildung ® wenigstens stetig ist. Dieses Resultat ist optimal in der Hinsicht, dass
VKL < m/2 statt /L < 7/2 in der Definition eines reguldren Balles nicht zugelassen ist.
Wir geben folgendes Beispiel aus [GH|. Fiir m = 1, n = 2 und N = S? ist jeder Ball B, der
in der oberen offenen Hemisphiire K enthalten ist, reguliir. Aber K ist nicht regulir, denn
jedes Paar von antipodische Punkten auf dem Aquator 0/ kann durch iiberabzihlbar viele
Geoditische, die in B = K enthalten sind, verbunden werden.

Ebenso wichtig ist die Bedingung /kL < 7/2 fiir die Existenz harmonischer Abbildungen
mit gewissen Regularitdtsanforderungen. In [HKW2, Section 6] wird unter der Vorausset-
zung v/kL = /2 ein Beispiel einer unstetigen schwach harmonischen Abbildung gegeben,
die durch die Randdaten beschrénkt ist.

Als weiteren Grund fiir die Bedeutung der Bedingung /KL < 7/2 geben wir nun ein altes
Beispiel von E. Heinz. Es zeigt, dass es unmdoglich ist, a-priori Abschéitzungen herzuleiten,
sofern die Bedingung /kL < /2 verletzt ist. Wir betrachten als Zielmannigfaltigkeit die
zweidimensionale Einheitssphire N = S? ¢ R? und als Urbildmannigfaltigkeit M = R*.
Eine Abbildung u : R! — S? ist harmonisch, wenn folgende Gleichung gilt:

i+ ulu* = 0.

Damit sind fiir jeden Parameter p € N die Abbildungen wu,, : R! — S2, definiert durch
up(t) := (cospt,sinpt,0), harmonisch. Es gilt aber |4,(t)| = p. Also sehen wir, dass man
keine a-priori Schranken an den Gradienten der harmonischen Abbildung, die nur von den
geometrischen Parametern von M und N abhéngen, herleiten kann.

Zuletzt wollen wir noch erwidhnen, dass es fiir den Fall, dass das Dirichlet Problem nur
nicht-reguldre Losungen oder dass es neben reguldren auch nicht-reguldre Losungen hat,
viele Resultate aus dem Bereich der partiellen Regularitétstheorie gibt, welche die mdogli-
chen Singularitéten klassifizieren. Ein bekanntes Resultat aus diesem Bereich stammt von
Giaquinta und Giusti, [GG]|. Es besagt, dass die Hausdorff-Dimension der singulidren Punk-
te einer Abbildung U mit endlicher Energie und beschrinktem Bild, die ein Minimum des
Energiefunktionals beziiglich fester Randdaten ist, kleiner oder gleich m — 3 ist. Fiir den
Fall m = 3 kann U hdchstens isolierte singuldre Punkte haben. Das schon oben genannte
Beispiel aus [HKW2, Section 6] gibt eine solche unstetige schwach harmonische Abbildung

U an. Fiir eine Einfiihrung in die partielle Regularitétstheorie verweisen wir auf das Buch
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[GM] von Giaquinta und Martinazzi.

Zum Abschluft méchte sich der Autor fiir die grofe Unterstiitzung, die ihm von Prof. Dr.
Heiko von der Mosel bei der Erstellung der Arbeit entgegengebracht wurde, herzlich be-

danken.






Kapitel 2

Grundlagen und Resultate

2.1 Definitionen und Notation

Wir mdéchten zu Beginn unsere Notation festlegen. Fiir eine Abbildung u : R™ — R”,

u= (u',...,u"), definieren wir:
‘u|2 — Z(uz)2 — UZUZ,
=1
- ou’ .
Dou' = 8504 firae{l,...,m},ie{l,...,n},
Vu = (Dou")i=1, n,
a=1,....m
IVul|? := Dau'Dyu’,

wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention verwenden, d.h. sich wiederholende grie-
chische Indizes werden automatisch von 1 bis m summiert, sich wiederholende lateinische
Indizes von 1 bis n. Aukerdem benutzen wir stillschweigend die Identifikation R”*" = R™"”
fir m, n € N.

Weiterhin bezeichnen wir fiir eine offene Menge G C R™ mit L?(G) den Raum der beziiglich

des Lebesguemalkes quadratisch integrierbaren Funktionen und mit
W2(@) = {u e L*(G) :Ya =1,...,m, Ju, € L*(G) :
/ Ue(z)p(x) de = —/ u(z)Dap(z)dx Y € C5(G)}
G G

den Sobolevraum vom Grad 1 zum Exponenten 2. Die Funktionen Dyu := wu, heiken
schwache Ableitung von w, und u nennen wir eine Sobolevfunktion. Versehen mit der

Norm

lullwr2q) = llull 2@y + Z [ Daull 2

a=1
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wird der Raum W12(G) zu einem Banachraum. Der Raum VVO1 (@) ist der Abschluss des
Raumes C§°(G) beziiglich der W12-Norm und ist ebenfalls ein Banachraum. Der Raum
W2(G,R") besteht gerade aus denjenigen Funktionen u : G — R™, fiir die jede Kom-
ponente u’, i = 1,...,n, eine Sobolevfunktion ist. Zwei Sobolevfunktionen v und v sind
gleich, wenn sie fiir L'-fast alle 2 € G iibereinstimmen. Wenn wir von Suprema von So-
bolevfunktionen sprechen, meinen wir die essentiellen Suprema. Falls wir auf eine spezielle
Eigenschaft einer Sobolevfunktion u schliefen, dann bedeutet dies, dass es einen Repré-
sentanten u* in der Aquivalenzklasse von u gibt, der diese Eigenschaft hat. Mit diesem
Reprisentanten werden wir dann in der Regel weiterarbeiten.

Fiir 1 < p < oo und A > 0 definieren wir den Campanato-Raum LPA(G) wie folgt:

LPMNG) == {u € LP(G) : sup p_’\/ U — Uy p|P dz < 00},
iI)O>eoG’ GﬂBP($())
p

. o o 1 .
wobel ug, , = ZFGme(zO)de = mfGﬂBp(xo) uwdr den Mittelwert von u auf

G N B,(zp) bezeichne. Wir definieren auf dem Campanato-Raum £P*(G) die Seminorm

[u]l \ := sup p”/ [t — gy P da,
20eG GNB,(x0)
p>0

und die Norm

[ull conay = llullzea) + [ul,
so dass der Campanato-Raum mit dieser Norm ein Banachraum ist. Wir bezeichnen mit
C*(@) den Raum aller k-mal stetig differenzierbaren, reellwertigen Funktionen, wobei k €
N und G C R™ eine offene Menge sei. Dahin gegen bezeichne C*(G) diejenige Teilmenge

von C*(@), deren Elemente sich bis zur k-ten Ableitung stetig auf G fortsetzen lassen. Sei

nun « € (0,1). Wir definieren die Hélderhalbnorm von u wie folgt:

Holy gu := sup 7]11(37) _ u(y)\
z,yeG ’x - y’a
7Y

Dann ist der Holderraum der Ordnung k zum Exponenten o definiert durch:
CH(G) := {u € C*(G) : Holy,c0u < 00 ¥ || = k}.
Versehen mit der Norm

ulloraa = lullor@ + D Hola,cdu
lv|=k

ist der lineare Raum C*%(G) ein Banachraum.

Fiir weitere Begriffe aus dem Bereich der partiellen Differentialgleichungen verweisen wir
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auf die Literatur, z.B. [GT]. Wir werden im Folgenden immer in lokalen Koordinaten

rechnen. Dazu definieren wir die folgenden Mengen

Y59 = {x=(2,2™) eR":|2'| <5d,0< 2™ < 5d},

¥, = {z=(2,0)eR": |2/| < 5d}.
Fiir zg = (2{,0) € XY definieren wir

Sr(zo) := Bpr(zo)N{z™ >0} und
Yh(zo) = {x=(2/,0) eR™: |2’ —z}| < R}.

Wir bemerken, dass 354 UX2, und Bg(zo) N {z™ > 0} offene Mengen in F fiir E := {z €
R™ : 2™ > 0} sind. Wir nennen E auch den oberen Halbraum des R™ oder kurz R’

Wir wollen nun die in dieser Arbeit vorkommenden Objekte der Differentialgeometrie ein-
fithren. Eine genauere Einfiihrung in dieses Gebiet ist z.B. in den Biichern [GKM] fiir die

Riemann’sche Geometrie oder [BCS] fiir die Finsler-Geometrie zu finden.

Definition 2.1.

Eine Mannigfaltigkeit M™ der Dimension m ist ein topologischer Hausdorffraum, so dass
jeder Punkt aus M"™ eine Umgebung besitzt, die homdomorph zu einer offenen Teilmenge
des R™ ist.

M™ ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn jeder Punkt aus M"™ eine Umgebung besitzt,
die hom6omorph zu einer offenen Teilmenge des abgeschlossenen Halbraums R! ist. Die
Punkte von M™, die eine Umgebung homdomorph zum R" haben, werden innere Punk-
te genannt und diese bilden das Innere int(M™) von M™. Die anderen Punkte werden

Randpunkte genannt. Wir schreiben mit OM™ die Menge der Randpunkte von M™.

Dabher ist eine Mannigfaltigkeit lokal kompakt und lokal zusammenhingend. Also ist eine
zusammenhdngende Mannigfaltigkeit wegzusammenhéngend. Wir wollen bemerken, dass
E mit der Relativtopologie des R™ ein topologischer Raum ist. Offene Teilmengen von E
sind also gerade diejenigen Mengen V, fiir die eine offene Menge W C R™ existiert mit
WNE = V. Fiir die Begriffe lokale Karte, lokale Koordinaten, Atlas, Tangentialraum oder
differenzierbare Mannigfaltigheit der Klasse C* usw. verweisen wir z.B. auf [Au, 1.2, 1.3,
1.4]. Der Rand OM™ # () einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M der Klasse C* ist
selbst eine C*-differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ohne Rand, siehe [Au,
Thm. 1.63]. Wir definieren jetzt den Begriff der Riemann’schen Mannigfaltigkeit, siehe z.B.
[J2, Def. 1.4.1].

Definition 2.2.
Eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit der Klasse C* ist ein Paar (N" h), wobei N" eine
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Mannigfaltigkeit der Klasse C* und h eine Riemann’sche Metrik ist. Eine Riemann’sche
Metrik ist gegeben durch ein Skalarprodukt auf jedem Tangentialraum 7, N", welches vom

Fufpunkt p € N abhéngt.

In lokalen Koordinaten x = (x!,...,2™) von N ist die Metrik h durch die positiv definite,

symmetrische Matrix (h;j(2)): j=1,..n gegeben, d.h.

hij = hji und hijgifj >0
fiir alle 0 # (¢1,...,&") € R™ Das Produkt zweier Tangentialvektoren v, w € T,N" mit
Koordinaten (v!,...,v") und (w!,...,w") ist dann gegeben durch

(v, w) = hij(z(p))v'w'.
Speziell gilt fiir die Basisvektoren %, i =1,...,n, vgl. [GKM, Seite 7|, von T,N" die
Identitat <£i, %) = h;j. In der Definition der Basisvektoren tauchen Ableitungen der

Koordinatenwahl z auf. Sind die Koordinatenwechsel C*-regulir, so ist im Allgemeinen

hi;j(x(p)) noch C*~l-regulir. Die Komponenten F;k des Levi- Civita- Zusammenhangs, siche
[GKM, Abschnitt 3.5, stehen in folgendem Zusammenhang mit den Komponenten h;; des

Fundamentaltensors beziiglich der Karte x
8hjk ahk, 8hij

1
[ —— . z :
o9 or? + oxi  Oxk

Die Komponenten F; ;. des Zusammenhangs von Levi-Civita sind die klassischen Christoffel-
Symbole zweiter Art. An obiger Identitdt erkennt man, dass die Christoffel-Symbole I,
noch C*~2-regulir sind, falls die Koordinaten z k-mal stetig differenzierbar sind. Die Kom-
ponenten des Levi-Civita-Zusammenhangs sind also im Allgemeinen eine Differentiations-

stufe schlechter als die Komponenten des Fundamentaltensors.

2.2 Basiskonzepte der Finsler-Geometrie

Kommen wir nun zu dem Konzept der Finsler-Mannigfaltigkeit.

Definition 2.3.

Sei M eine m-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit. Bezeichne mit T,M den Tangentialraum
an x € Mund TM := (J ¢y TeM das Tangentialbiindel von M. Jedes Element aus TM hat
die Form (z,y) mit x € M und y € T, M. Eine Finsler-Struktur auf M ist eine Funktion

F:TM — [0,00)

mit den folgenden Eigenschaften:
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1. Regularitdt: F ist C* auf dem geschlitzten Tangentialbiindel TM \ 0 := {(z,y) €
TM |y # 0}.

2. Positive Homogenitil: F(x, \y) = AF(z,y) fiir alle A > 0.

3. Strikte Konvezitdt: Die m x m-Matrix

1
gap(z,y) = | | F? (z,y)
2 y()/yﬁ a?ﬁ:lv"‘7m

ist positiv-definit in jedem Punkt aus T7M \ 0. Die Matrix (go3) wird auch der Fun-

damentaltensor genannt.

Das Paar (M, F') wird Finsler-Mannigfaltigkeit genannt.

Die Koeflizienten des Cartan-Tensors sind gegeben durch

F 0g,
Aoy (@,9) = 5 5

(z,9).

Bei der Definition der Koeffizienten des Cartan-Tensors sind wir der Konvention in [BCS,
Seite 30 (2.1.6)] gefolgt, damit sind gog(x,y) und Aygy(z,y) positiv homogen vom Grad
Null. Mit anderen Worten, diese Grofen sind invariant unter der Skalierung A — Ay. Der
Cartan-Tensor misst die Abweichung einer Finsler-Struktur von einer Riemann’schen im
folgenden Sinne: Die Finsler-Struktur ist Riemann’sch, d.h. F(z,y)? = gaﬁ(x)yo‘yﬁ, genau
dann, wenn die Koeflizienten des Cartan-Tensors verschwinden.

Sei nun und im Folgenden (M, F') eine m-dimensionale, glatte, orientierte Finsler-Man-
nigfaltigkeit und y :  — R™ eine lokale Karte auf einer offen Menge 2 C M mit lo-
kalen Koordinaten (x!,...,2™). Ein Punkt (z,y) € TM kann durch Bindelkoordinaten
(', 2™yt ™) = (29, ¥Y), a = 1,...,m, identifiziert werden, wobei die letzten m
Komponenten gegeben sind durch

y:ya@zETxM.

Wir werden im Folgenden nicht zwischen dem Punkt (z,y) und seiner Koordinatendar-
stellung (x®,y®) unterscheiden. In dieser Arbeit wollen wir Aussagen iiber harmonische
Abbildungen mit einer Finsler-Mannigfaltigkeit als Urbild herleiten. Wir erwarten also,
mit energieminimierenden Abbildungen zu arbeiten. Hierzu miissen die folgenden grund-
legenden Fragen beantwortet werden. Wie kann die Energie einer Abbildung geeignet ver-
allgemeinert werden und wie misst man diese Energie?

Dazu wollen wir jetzt zuerst einige Ergebnisse aus [MW] zusammenfassen. Hierzu vergro-

fsern wir allerdings vorher noch unseren theoretischen Rahmen. Wir bezeichnen mit

m:TM—M, m(x,y) ==
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die natiirliche Projektion von T'™M auf die Basismannigfaltigkeit M und machen die folgende

Definition.

Definition 2.4.

T*TM = U(z,y)eTM\o TreyyM = U(z,y)eTM\o T, M ist das mittels m zurickgeholte (pull-
back) Biindel von TM. Analog bezeichnen wir mit 7*7*M das mittels 7w zuriickgeholte
Kotangentialbiindel von T*M.

Die beiden Vektorbiindel 7*TM und 7*T*M haben zwei global definierte, zueinander duale

Schnitte, ndmlich den ausgezeichneten Schnitt

o o _ vy 0
l(.%'7y) *l (x’y)é)xa T F(l‘,y) axa

und die Hilbert Form
oF

w(x,y) = wa(z,y)dz® = @(m‘,y)d:ﬁa.

Wir fassen hier % als Schnitt von 7*TM und dz® als Schnitt von 7#*1T*M auf.
Weiter sind durch

29 ozh oxP 0z’

die formalen Christoffel-Symbole (zweiter Art) gegeben. Hiermit konnen wir einen nichtli-

a 1 oo agPU agaﬁ 89/617
Voo = 5 -

nearen Zusammenhang auf 7M\ 0, den so genannten Ehresmann-Zusammenhang, gegeben

durch die Koeffizienten
1
F
definieren. Dabei ist Agﬁ =g A8y

Ng =507 — AGevpel’l7,

Mit diesen Koeffizienten konnen wir folgende lokale Schnitte von T'(TM\0) und 7% (T'M\0)

definieren:

1) 0 0
— = ——=— Nj—
dxf = OxP B oy

und

oy® = dy® + Nﬁdmﬁ.

Man kann nachweisen, dass {5%&, F%} und {daza, @Ta} zueinander duale Basen fiir das
Tangentialbiindel bzw. das Kotangentialbiindel bilden. Man fiihrt diese neuen Basen we-
gen ihrem schénen Transformationsverhalten unter Koordinatenwechseln ein, vgl. [MW,
Lemma 2.2|. Mit diesen Basen kann man die so genannte Sasaki-Metrik

ay° 3y°
Fz,y) © Fla,y)
definieren. Sie definiert eine Riemann’sche Metrik auf 7M \ 0.

G = gag(z,y)dz® @ da’ + gap(z,y)

Wie oben schon angedeutet spielt die Skalierungsinvarianz beziiglich der y-Komponente in

der Finsler-Geometrie eine besondere Rolle. Wir definieren daher:
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Definition 2.5.

Die Menge SM := {(z, [y]) : (z,y) € TM} heilt Sphirenbiindel, welches aus den Strahlen
(z,[y]) := {(z,ty) : t > 0} besteht.

Die Menge I := {(z,y) € TM\ 0 : F(z,y) = 1} heilst Indikatrizbindel.

Aufgrund der Skalierungsinvarianz sind die Objekte gag, @Ta, G usw. auf SM sinnvoll.
Préziser lésst sich dieser Sachverhalt formulieren, indem wir einen Bezug zwischen SM

und dem Indikatrixbiindel I herstellen. Dazu betrachten wir folgenden Diffeomorphismus

t:SM— I, L(w’[y]):(x’F(xy,y))'

Das Indikatrixbiindel I ist eine orientierte Hyperfliche in T7M\ 0. Via ¢ kann man SM auch
als orientierte (2m — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von TM \ 0 auffassen. Insbe-
sondere induziert die Sasaki-Metrik eine Riemann’sche Metrik Gsy mit einer Volumenform
dVsy auf SM. Da wir im spédteren Verlauf der Arbeit fast immer in lokalen Koordinaten
rechnen, benotigen wir eine Darstellung der Volumenform dVgssy in lokalen Koordinaten.

Sei x : 2 — R™ eine lokale Karte von M mit Koordinaten (z!,...,2™) und S™~! Cc R™

die m — 1-dimensionale Einheitssphire. Wir betrachten die Abbildung

E:QxSm_1—>ICTM\O, E($,9)=<l‘, Y )7

F(z,y)
wobei
= y(w.0) =y (0) o (2)
y - y ) T y al‘a . 9 .
und y* die Kartesischen Koordinaten von § € ™! sind, d.h.
0= (y'(6),....y™(6)). (2:2)

Damit kénnen wir die folgende Proposition aus [MW, Prop. 2.3] wiedergeben, die es uns

erlaubt, Integrale iiber SM in lokalen Koordinaten auszudriicken.

Proposition 2.6.
Sei x : Q@ — R™ eine lokale Karte von M und sei f: SM C TM\ 0 — R eine integrable
Punktion mit Trager in 7= *(Q). Dann gilt

[ e | < [ (o) ) da> dr.

Hierbei ist do das Standardvolumenelement auf der m — 1-dimensionalen FEinheitssphdre
S dx =dzt AL Ada™ und y = y(x,0) fir (z,0) € Q x S™L wie in (2.1) und (2.2)
definiert.
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In [MW] wird beispielhaft der Fall betrachtet, dass die Finsler-Struktur Riemann’sch ist,
d.h. F2(z,y) = gap(z)y*y”. Fiir eine integrable Funktion f : M — R mit Triger in Q und
trivialer Fortsetzung durch 0 auf SM wird dort die Relation

1
nwasGSW[stdVSM:/MdeM (2.3)

gezeigt.

2.3 Harmonische Abbildungen von Finsler-Mannigfaltigkei-

ten

Sei nun zusétzlich zum vorherigen Abschnitt (N, h) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit
der Dimension n. Es bezeichnen h;; die Koeffizienten der Metrik h. Sei U : M — N
eine hinreichend oft differenzierbare Abbildung. In diesem Abschnitt definieren wir die
Energiedichte e(U) der Abbildung U und geben die schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen
fiir harmonische Abbildungen von Finsler-Mannigfaltigkeiten an. Wir definieren nun analog
zu [MW] die Energiedichte e(U) : SM — [0, 00) durch

out ou’

1
D 9 ()

e(U)(, [y]) = 59 (z,y)

: (2.4)

Hierbei ist u eine lokale Darstellung von U beziiglich der Koordinaten () auf M und der
Koordinaten (u?) auf N. Die Autoren von [MW] sind bei dieser Definition [Mo] und [SZ]
gefolgt.

Die Energie E(U) der Abbildung U ist damit gegeben durch

1

E(U) = meas(S™1)

/ €(U) dVSM. (2.5)
SM

Die Integration wird beziiglich der Sasaki-Metrik auf SM durchgefiihrt. Im Hinblick auf
(2.3) féllt diese Definition der Energie mit derjenigen fiir Riemann’sche Mannigfaltigkeiten
zusammen, falls U eine Abbildung zwischen Riemann’schen Mannigfaltigkeiten ist. Die im
Folgenden bendétigte lokalisierte Energie definieren wir durch die Setzung Eq(U) := E(U]|)
fiir Restriktionen von U auf offene Teilmengen 2 von M.

Wie im Riemann’schen Fall sagen wir, dass U € VV&E(Q,N) N L (2, N) schwach har-
monisch in Q@ CC M ist, falls die erste Variation der lokalisierten Energie Eq in U ver-
schwindet. Wir nennen U schwach harmonisch auf M, wenn U schwach harmonisch fiir
alle  CC M ist. Wir definieren dabei den Sobolevraum W12(int(M), R") als denjenigen
Raum, der alle messbaren Funktionen f : M — R™ enthiilt, so dass fox™ ! € T/VZIO’S(G,]Rn)

fiir alle Karten x von M mit G := Bild(x) C E. Der Halbraum E C R™ ist in Definition 2.1

definiert worden. In dieser Arbeit betrachten wir ausschlieflich Abbildungen, die in einen
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reguléiren Ball By (Q) abbilden. Es sei an die Tatsache, dass die Komposition einer W1:2-
Funktion mit einer C'-Funktion wieder eine W12-Funktion ist, erinnert. Wir bezeichnen
mit W2 (int(M),N) := WH2(int(M), N, ¥) den Raum aller Funktionen f : M — N, deren
Bild sich durch eine einzige Karte ¥, unabhéngig von f, parametrisieren lasst und fiir die
o f e Wh2(int(M),R") gilt.

Sei nun © CC M und x : 2 — R™ eine lokale Karte von M. Wir setzen G := x(9).
Aus (2.5) und Proposition 2.6 folgt, dass die Energie E in lokalen Koordinaten gegeben ist

durch das quadratische Funktional

1 ou' oul
_ - af y
Eq(U) = 5 /GA (m)axa 97 hij(u) dx,
wobel 4 (2.9)
t gap(T, Yy
AP (g :][ B, eida. 2.6
() ans? (z,y) Fo, )™ (2.6)

Wir untersuchen nun die Differenzierbarkeit von x +— A%%(x). Per Definition der Finsler-
Struktur ist x +— F(z,y) differenzierbar, denn nach der Definition von Z im vorherigen
Abschnitt ist hier (z,y) € TM \ 0. Weiter ist  — det gog(x,y) als Polynom in g,g(z,y)
differenzierbar. Man kann die Inverse ¢®? von Jap Uber die adjungierte Matrix berechnen.
Es stellt sich heraus, dass die Eintrige von ¢*’(z,y) gebrochen rationale Funktionen in
9as(2,y) mit Nenner det go5(x,y) > 0 sind, mithin differenzierbar beziiglich x. Also haben
wir in (2.6) einen stetig differenzierbaren Integranden. Fiir die Differenzierbarkeit von
x +— A% (z) betrachten wir nun einen Punkt zo € V CC G, wobei V eine offene Menge ist.
Die stetige Ableitung des Integranden ist insbesondere auf V' beschrinkt. Das endliche Maf
der Einheitssphire S™~! liefert dann zusammen mit der Beschriinktheit eine integrable
Majorante auf V. Ein Satz {iber die Differenzierbarkeit parameterabhéngige Integrale liefert
schlieRlich die Differenzierbarkeit von 2+ A%’(z) auf V. Da z¢ € G beliebig war, haben
wir die gewiinschte Differenzierbarkeitseigenschaft hergeleitet. Dies erweist sich bei den
Abschitzungen in Kapitel 4 und Kapitel 5 als niitzlich. Héhere Differenzierbarkeit erhalten
wir mit genau der gleichen Argumentation, da wir aus der Definition der Finsler-Struktur
die Regularitdt von F' und damit auch von g,3 und g“? kennen.

Den Autoren von [MW] folgend formulieren wir die schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen

von E: ) ) ] )
ou’ 9p* ou" ou’
af _ l af g= ye ol
/GA () o 92 i = /er(u)A () o T o 2.7)
fiir alle ¢ € C§°(G,R™). Mit I‘ﬁj bezeichnen wir die Christoffelsymbole der Riemann’schen
Metrik A. Wir erinnern an unsere Konvention % mit D, abzukiirzen. Damit setzen wir
flv) = T4(w)A* (2)Dav'Dav?,
E(v) := Ao"g(x)DaviDﬁvjhij(v),
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P(v) = A°(x)Dov'Dgv’ — fl(v)vl.

Nehmen wir nun an, dass die Komponenten g, der Finsler-Metrik die Elliptizitdtsbedin-
gung

MEP? < gap(,y)6%€” < el
fiir alle £ € R™ und fiir alle (z,y) € TM\ 0 mit Konstanten 0 < A < pu < oo erfiillen. Dann
gilt auch die folgende Strukturbedingung fiir Gleichung (2.7):

N IEP? < A% (2)Eabp < prIEf (2.8)

fiir alle £ € R™ und fiir alle x € G mit
PN Ium

)\* = — * — T m -
P A Ve

Wir bemerken, dass (2.8) gilt, falls M kompakt ist.

2.4 Jacobi-Feld Abschiatzungen

In diesem Abschnitt wollen wir Abschitzungen angeben, die uns helfen, die Nichtlinearita-
ten in (2.7) zu kontrollieren. Auferdem geben wir einige wichtige Resultate {iber bestimmte
Koordinatenwahlen, die unsere Abschéitzungen in der Hinsicht ,verschénern®, dass weniger
geometrische Parameter in die Konstanten einfliefen. Genauer hingen unsere Konstanten
nicht mehr von den kovarianten Ableitungen der Kriimmung Ky von N ab, sondern nur
noch von den Kriimmungsschranken selbst.

Folgendes Lemma stellt sich als essentielles Hilfsmittel heraus, denn es erlaubt uns die Fin-
fithrung von Normalkoordinaten um jeden Punkt P aus Br(Q), die um P zentriert sind,
zur Definition des Begriffs Normalkoordinaten siehe z.B. [J2, Def. 1.4.4].

Lemma 2.7.

Es gelte L < ﬁ, und es sei Br(Q), Q € N, ein regularer Ball. Dann g¢ibt es zu je
zwei Punkten P1 und Py aus Br(Q) genau eine ganz in Br(Q) verlaufende geoddtische
Verbindungskurve der Ldnge distn(P1,P2), wobei distn(-,-) die Abstandsfunktion der
Riemann’schen Metrik auf N ist. Die Geoddtische ist aufferdem frei von Paaren konjugierter
Punkte.

Beuweis. siehe [J2]. O
Also kénnen wir eine ,Normalkarte* ¥ : Br(Q) — R” fiir jeden Punkt P € BL(Q), die

auf P zentriert ist, einfiihren. Wir bezeichnen mit (v!,... v") die zu ¥ gehdrenden Nor-

malkoordinaten. Dann bezeichnen wir mit h;j(v) die Koeffizienten des metrischen Tensors
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auf N beziiglich der Karte W. Weiterhin seien T, (v) die zugehorigen Christoffelsymbole
zweiter Art. Der Punkt P hat dann die Koordinaten (0,...,0) und fiir P’ € B (Q) mit
Koordinaten v gilt fiir |v|? := v'v® die Identitit [v| = dist n(P’,P) < 2L < f Spemell
gilt fiir Normalkoordinaten (u!,... u™) zentriert um Q die Ungleichung |u| < L < f

erweisen sich folgende Hilfsfunktlonen bei unseren Abschitzungen als niitzlich

t\/o cot (t\/o), wenn 0 >0, 0 <t < =,
0 (t) = Vo cot (ty/0) 7=

t/—o coth (t\/—0o), wenn o < 0,0 <t < o0,

M, wenn o >0, 0<1¢ <

bo(t) =4 V7 &
sin (ty/—0) wenn 0 <0,0<t< o0
tv—o =% Y= '

Wir bemerken, dass b, und a,, streng monoton steigend und b, sowie a,, streng monoton fal-
lend sind. Aukerdem gilt a,{(ﬁ) = 0. Mit diesen Festlegungen kénnen wir als Folgerungen
aus den Rauch’schen Vergleichssitzen folgende Abschitzungen fiir die Christoffel-Symbole

formulieren.

Lemma 2.8.

Seien (v!,...,v™) Normalkoordinaten auf N mit einer beliebigen Normalkarte Vg um Q,
so dass Q die Koordinaten (0,...,0) hat. Weiter erfille die Schnittkrimmung Ky von N
die Abschitzung w < Ky < kK fiir —o0o < w < 0 < Kk < 0o. Dann gelten fiir alle v mit

lv| < ﬁ und fir alle £ € R™ die folgenden Abschdtzungen

{817 — aw(lv])hij (0) }€'€ < TL(0)'€'€ < {85 — anl(v])hij(0) }E'€7, (2.9)
br([uIgl® < hij(v)€'e? < O (JwDIgf*. (2.10)
Beweis. siche [HKW2, Lemma 1. O

Als Konsequenz von (2.9) und (2.10) erhalten wir fiir jede positiv semi-definite Matrix
(A%P) € R™*™ und fiir jede Matrix (¢)) € R™™ vgl. [MW, Formel (4.3), (4.4)],

APEEL — ay([v]) APl s (v) < T ()o! APl ¢
< AL — an(|v])) APELE i (v), (2.11)

b (v AL gy < APE N (v) < B (1) A€ (2.12)
Als Folgerung aus (2.11) ergibt sich die folgende Abschitzung

ax([0])E() < P(v). (2.13)
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Die Gréfsen E(v) und P(v) haben wir im vorherigen Abschnitt definiert.

Statt des in (2.11) auftauchenden Terms Flij (U)UZAO‘BQ% werden wir im Verlauf der Ar-
beit auch den Term Fﬁj(v)Aaﬁfg% abschétzen miissen. Hierfiir fithren wir die aus Kom-
paktheitsgriinden wohldefinierte Zahl I'g als das Infimum aller Zahlen IT" ein, fiir die die
Ungleichung

T (w)eieFn| < TI€)|n| fiir alle w € Br(Q) und fiir alle {,n € R",

gilt, wobei u Normalkoordinaten um Q seien und I'}, (u) die dazugehérigen Christoffel-
Symbole. Die Zahl I'y kann in Termen der kovarianten Ableitungen des Riemann’schen
Kriimmungstensors auf N abgeschitzt werden, vgl. mit der Bemerkung in [HKW2, Seite

4] bzw. mit den Resultaten aus [Ka]. Damit folgt

DL (u) APELE0m| < p*Tol€ ) ) (2.14)

fir alle u € Br(Q), £ € R™™ und n € R™. Zur Erlangung von a-priori Abschétzun-
gen konnen wir uns mit der Konstanten I'g zufrieden geben. Eine geometrisch einfachere
Abhéngigkeit der Konstanten von der Geometrie des Gebietes ergibt sich, wenn nur Ab-
héngigkeiten von den Kriimmungsschranken von Ky auftreten. Dies konnen wir durch eine

andere Wahl von Koordinaten erreichen. Das folgende Resultat wurde in [JK2| hergeleitet.

Lemma 2.9.
Sei N eine vollstindige Riemann’sche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Es bezeichne Ky
die Schnittkrimmung von N. Weiterhin sei Br(Q) eine Kugel in N mit Radius L und

Mittelpunkt Q und mit den Kriimmungsschranken

w=min(0, inf Ky), k= max(0, sup Ky).

Dann existieren eine Zahl L' abhdngig von L und n mit L' < L, eine Zahl Ty > 0 abhingig

von L, n, w, kK und eine Karte
u=Y(P), P e Br(9Q),
auf Br/(Q), so dass U(Q) =0, und so dass
Tl (w)Eighm) < TolePln|  fiir alle w € By (Q) und fiir alle &7 € R™,

wobei Tl (u) die Christoffel-Symbole zweiter Art fiir die Komponenten hi;j(u) des Funda-
mental Tensors beziiglich der Karte U sind. Weiter existiert eine Zahl ¢ = c¢(n,w, k), so
dass

|hik(u) — 6ix| < ¢ distn(P,Q),

wobei u = U(P).



Kapitel 2. Grundlagen und Resultate 19

Die Koordinaten aus Lemma 2.9 werden auch Karcher-Koordinaten genannt. Auf ihre Ver-
wendung werden wir spiter genauer eingehen.
Folgendes Lemma stellt eine Verbindung zwischen dem euklidischen Abstand und dem Ab-

stand auf der Riemann’schen Mannigfaltigkeit N her und findet in Kapitel 4 Verwendung.

Lemma 2.10.
Seien Py, Py zwei Punkte in Br(Q) mit den Koordinaten p1 und ps. Dann gelten die
Abschdtzungen
be(L)|p1 — pa2| < distn(P1,P2) < bu(L)[p1 — pal.
Beweis. siche [Pi, Lemma 2.7]. O

Ein weiteres essentielles Hilfsmittel ist das kiirzlich in [MW] hergeleitete Resultat:
Lemma 2.11 (Sublésung und lokale Energieabschitzung).
Sei v eine Darstellung von U in Normalkoordinaten um P € Br(Q).

(i) (Sublésung) Falls |v| < 2”% auf einem Gebiet G C R™. Dann gilt

Do(A“P(2)Dglv|?) > 0 in G.

(#i) (Lokale Energieabschétzung) Falls |v| < L auf Byr(xo) C Byq(0) C R™, dann gilt
R2m / E(v)dx < C [M*(4R) — M*(R)],
Br(zo)

wobei

M(r):= sup |v|, 0<r<4R.
Br(x())

Die Konstante C' hingt nur von m, \, u, k und L ab.
Beweis. sieche [MW, Lemma 4.1]. O

Weitere fiir uns relevante Resultate aus [MW]| fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz 2.12.

Sei (M, F') eine Finsler-Mannigfaltigkeit mit Rand und (N, h) eine vollstandige, unberan-
dete Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Sei x : 2 — Byq eine lokale Karte von M. Es gelte
fir die Komponenten der Finsler-Metrik gop(x,y) die Strukturbedingung

MNP < gap(z,y)€7¢” < pl¢f
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fiir alle & € R™ und fir alle (x,y) € TM\ 0 mit Konstanten 0 < A < pu < oo. Weiterhin
sei Br(Q) C N ein regularer Ball. Schlieflich sei U : M — N eine schwach harmonische
Abbildung mit U(QY) C Br(Q). Bezeichne mit u eine Darstellung von U beziglich x und
Normalkoordinaten W um Q, d.h. w =W oU ox~!. Dann ist U hélderstetig und es gilt die
Abschdtzung
Hély p,u := sup M <Cd“
7 z,y€By |z — y|*
T#Y
mit Konstanten 0 < a < 1 und C' > 0, die nur von m, A\, u, L, w und K, aber nicht von
d > 0 abhdngen.
Insbesondere ist U stetig im Innern von M. Weiterhin existiert eine Zahl i1 abhdngig von
m, A\, i, L, w und k, so dass fiir alle Bille Byp(xo) C Bag und fir R := 4" R gilt:

< L
osc u < .
Bg(zo) bo (L)

Beweis. sieche [MW, Thm. 1.1] und den zugehorigen Beweis. O

2.5 (C*%a-priori Abschitzung

Wir nehmen nun weiterhin an, dass die Finsler-Mannigfaltigkeit M kompakt ist und einen
(reguldren) Rand besitzt. Auferdem sei die Riemann’sche Mannigfaltigkeit N von der Klas-
se C3. Fiir einen endlichen Atlas (x;,€), i =1,...,k, von M, fiir o € (0,1) und fiir einen
reguldren Ball By (Q) C N mit Karte ¥ : B (Q) — R™ definieren wir
k
1Ullc2omen = D ljllcze o) mes
j=1
wobei u; = \Ifoonj_l, j=1,...,k, eine Darstellung von U : M — N ist. Wir sagen, dass
U € C**(M,N) ist, wenn U] c2.e () < 00. Damit geben wir neben dem Existenssatz 1.1

unser zweites Hauptresultat:

Satz 2.13.

Sei Br(Q) ein reguldrer Ball und ® : M — Br(Q) C N eine gegebene Abbildung der
Klasse C2°(M,N), ag € (0,1). Dann ezistiert eine Zahl X > 0, die nur abhdingig ist von
m,n,L,k,w,qg, H<IJHCQ,QO(M7N), der Finsler-Struktur von M und der Riemann’schen Metrik

von N und eine Zahl o, die nur von m, u, \, k,w, ag und L abhdngt, so dass

1Ullc2aang <K

fir jede (schwach) harmonische Abbildung U : M — N mit UM) C Br(Q) und mit
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Der Beweis dieses Satzes gliedert sich, wie in der Einleitung beschrieben, in die oben
genannten Resultate von [MW] {iber die Stetigkeit und lokale Holderstetigkeit, der globa-
len Stetigkeit, Satz 3.1, und globalen Hélderstetigkeit in Kapitel 3, Satz 3.4, der inneren
Holderstetigkeit des Gradienten in Kapitel 4, Satz 4.5, der globalen Hoélderstetigkeit des
Gradienten in Kapitel 5, Satz 5.4, und der C?®-Regularitit in Kapitel 6.

In Kapitel 7 beweisen wir den in der Einleitung gegebenen Existenzsatz, Satz 1.1, mit Iilfe

von Satz 2.13. Abschlieflend bemerken wir:

Bemerkung 2.14.

Damit die Konstanten moglichst einfach von den geometrischen Daten des Problems ab-
hingen, kénnen wir Lemma 2.9 verwenden, um ein L' < L zu erhalten, welches schon
durch L und n bestimmt ist. Wir formulieren die beiden Hauptresultate dann fiir B/ (Q)
statt fiir Br(Q). An den Stellen, an denen diese Wahl der Koordinaten eingeht, werden
wir nochmals darauf hinweisen. Diese Stellen sind genauer zum einen die Herleitung von

(4.18) und zum anderen die Herleitung von (5.11).






Kapitel 3

Stetigkeit und Holderabschatzungen

am Rand

3.1 Stetigkeit

In diesem Abschnitt beweisen wir die Stetigkeit schwach harmonischer Abbildungen, deren
Bild in einem reguldren Ball liegen. Wir benutzen die Stetigkeit, um Holderabschéitzun-
gen harmonischer Abbildungen am Rand der Finsler-Mannigfaltigkeit M zu beweisen. Der
folgende Satz wurde schon in [HKW2, Thm. 4] fiir den Fall, dass das Urbild eine Rie-
mann’sche Mannigfaltigkeit ist, in dhnlicher Weise formuliert. Allerdings verzichten wir
hier im Beweis auf den Gebrauch von Green’schen Funktionen und verwenden Ergebnisse,

die kiirzlich in [MW] hergeleitet wurden.

Satz 3.1.

Sei U € WhH2(int(M),N) eine schwach harmonische Abbildung, die in einen reguliren Ball
Br(Q) abbilde. Wenn die Spur von U auf OM stetig ist, dann ist U stetig auf M, d.h.
U e CO(M,N).

Beweis. Die Stetigkeit von U in int(M) wurde schon in [MW] bewiesen, siche Satz 2.12.
Es verbleibt also, die Stetigkeit von U auf OM zu zeigen. Sei (2 eine Umgebung eines
Punktes P € OM. Weiter sei y eine Karte, die Q homéomorph auf 354 abbildet, so dass
x(OM N Q) =32, ist und P die Koordinaten (0, ..., 0) hat. Sei im Folgenden zy € £9(0).
Nach Lemma 2.7 existiert zu je zwei Punkten aus Br(Q) genau eine ganz in Br(Q)

verlaufende Geodétische und diese ist unter allen Verbindungskurven die kiirzeste. Sei
v :[0,1] — BL(Q) die Geodiitische, die Q mit U(x !(z¢)) in B1(Q) verbindet. Nach [J2,

23
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Lemma 1.4.5] sind Geodéitische nach Bogenldnge parametrisiert. Mit Q; := 7(¢) erhalten
wir somit

dist n(Q, ;) = ¢ dist(Q, Q1) (3.1)

Fiir jedes ¢t und jedes hinreichend kleine, im Beweis noch zu wéhlende R, betrachten wir

die Randwertaufgabe

—Do(A?(2)Dgwyg) =0 in Sg(x), (3.2)
wir = |oe* € Wy (Sr(xo)). (3.3)

Hierbei sei v die Darstellung von U in Normalkoordinaten um 9, insbesondere gilt also
lue(y)|* = dist 2(U(x"*(y)), Q). Einen Beweis der eindeutigen Lisbarkeit dieser linearen
elliptischen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung findet man z.B. in [GT, Thm.

8.3]. Fiir die Losung wy g gilt nach [GT, Thm. 8.27] fiir alle 0 < 7 < R und y € X%(x0)

0SC wp < c[r‘lR*a sup |we.g| + o (Vr R)]
SR(xO)mBT(y) SR(CCo)ﬁBR(y)

mit Konstanten o = a(m, A, ) und ¢ = ¢(m, A, g, R) und

2
o(r) = osc wy g = osc (R
)= osuemw " osatimiw !
Die letzte Gleichheit gilt wegen wy p—|ve|? € W01’2(SR(330)). Fiir r klein genug gilt dSg(xo)N
B,(y) C ¥%(x0). Damit und wegen der Voraussetzung |v;|* € C%(22,(0)) folgt: o(p) — 0.
p—
Hieraus schlieffen wir:

osc wg g — 0.
Sr(z0)NBr(y) r—0

Also ist %13%/ we p(x) = wy,r(y) wohldefiniert, und wy g ist stetig in jedem Punkt aus

€ R(wo)
%% (xo). Damit ergibt sich die Identitét

lim  wr(x) = wir(wo) = |vp(wo)* = dist 2(U(x (z0)), Q). (3.4)

T—=T0
€Y R(x0)

Zu beliebigem y € Sg(xo) mit B,(y) C Sr(xo) betrachten wir die nach [GT, Thm. 8.3]
eindeutige Losung 6 € WOI’Q(SR(.%‘())) von

/ AP (2) Do D dx: :][ pdz fiir alle ¢ € WOI’Q(SR(xO)). (3.5)
Sr(zo) Bp(y)

Insbesondere ist 6 also eine Superlsung des Operators D, (A’ Dg). Wir folgern aus dem
schwachen Maximumprinzip, siehe [GT, Thm. 8.1],

inf 6>0. (3.6)
Sr(wo)
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Setzen wir ¢ = v fir n € C§°(Sr(xp)) mit n > 0 als Testfunktion in die schwachen

Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7) ein, so erhalten wir folgende Identitat

/ AP (2) Dy |vi|* Dgn dx = —2/ P(v)ndx (3.7)
Sr(zo) Sr(zo)

fiir alle n € C§°(Sr(z0)), n > 0 und durch Approximation auch fiir alle n € Wol’z(SR(xo))
mit n > 0 L™-fi. in Sp(zg). Wir setzen nun in die schwachen Formulierung von (3.2) 0

als Testfunktion ein:

/ Aaﬁ(w)Dawt,RDgG dz = 0.
Sr(wo)

Diese Gleichung subtrahieren wir nun von (3.7) mit 7 := 6, was auf die Gleichung

/ A98(2) Do (| ? — we.0) D dr = —2 / OP (vy) da
Sr(zo0) Sr(wo)

fithrt. Wir schéitzen diese Identitét jetzt ab, indem wir in die Integralgleichung (3.5)
o= |v|* —wi g € W01’2(5’R(x0)) als giiltige Testfunktion einsetzen und die Abschétzung
ar(|ve])E(ve) < P(vy), siehe (2.13), zusammen mit (3.6) benutzen:

][ (]vt|2 — th) dz
By (y)

— / Aaﬁ(ac)Doé(]vﬂ2 — wy,r)Dgl dx
Sr(wo)

= —2/ 0P (vy) dx
Sr(zo)

—2/ ak(|ve|)E(vy)6 da.
Sr(zo)

IN

Damit erhalten wir aufgrund der im zweiten Kapitel bemerkten Monotonie von s +— a(s)

die im weiteren Verlauf dieses Beweises wichtige Ungleichung:

][ (]vt|2 —wyr) do < —2a,( sup |vt|)/ E(v:)0 dz. (3.8)
Bo(y) Sr(zo) Sr(wo)

Da B(Q) ein reguldrer Ball ist, konnen wir ein L; € R mit ﬁ > L1 > L wihlen, so dass
insbesondere a,(L1) > 0 gilt.

Wir definieren die Funktion 9 : [0,1] — R, ¢+ limsup,_,, |vi(z)]. Zur Wohldefiniertheit
von 9 bemerken wir, dass |v;(z)| = dist (U o x71(x), Q) < 2L fiir alle x € $4(0).

Beh.: ¥ ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante distn(Q,Q1).

Dazu machen wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir die Metrik dist (-, -), vgl. [J2,
Lemma 1.4.1], folgende Uberlegung fiir t; < t5 € [0,1] und x € $4(0):

diStN(U(X_l(‘r))thz) + diStN(Qtz,Qtl) > diStN(U(X_l(x))’Qtl) und
diStN(U(Xil(l‘))thl) + diStN(QtUQtz) = diStN(U(Xil(x))aQtz)‘
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Damit erhalten wir:

‘ dist N(U(Xil(x))v Qtz) — dist N(U(Xil(x))v Qtl)‘

< dist N(Qt27 Qtl)
(:) dist N(Qt27 Q) — dist N(Qt17 Q)
(3:1) t2 dist N(Qh Q) — tl dist N(Qh Q)

= ’tg — tl‘ dist N(Qh Q)

Zu (%) bemerken wir, dass fiir t € [0, 1] die Punkte Q; alle auf der Geodétischen ~y liegen.

Somit gilt weiter:
[ vty ()] = Joe, (@) | = | dist (U (x (), Q) — dist n(U (X" (2)), Q)]
< Jtg — t1] dist z(Qq, Q).
Schlieflich liefern uns die bekannten Rechenregeln fiir lim sup und lim inf:
[9(t2) — V()]

= |limsup |vg, ()| — limsup |vy, (z)|
T—T0 T—T0

lim sup |vg, ()] + lim inf (—|vy, (x)|)’
T—TQ Tr—xQ

< |limsup (Jog, (2)| = |oy, (@D’
T—xQ

< limsup (|t — 1| dist 5(21,9Q))
T—x0

= |ta — ta] dist 5(Q1, Q).

Damit ist die Lipschitzstetigkeit von 9 gezeigt.
Wir behaupten weiter, dass 9(t) < Ly fiir alle t € [0,1] gilt.
Angenommen dies ist nicht so, dann existiert wegen ¥(0) < L ein ¢ty > 0 mit ¥(tg) = L;.
Folglich gilt fiir ein hinreichend kleines R die Ungleichung ax(supg,, () [v1,]) > 0, da
T

—— > L1 = 9Y(tp) = limsup |vy, (y)| = im  sup |vg, (y)]-
2v/K Y—T0 ’ R=0 8p (o) ’

Damit ist die rechte Seite der Integralungleichung (3.8) nicht positiv, also die linke Seite
kleiner oder gleich Null. Betrachten wir den Grenzprozess p — 0, so erhalten wir aus den

Konvergenzeigenschaften des Mittelwertintegrals
o (W) < wig.r(y) fiir fast alle y € Sr(xo).
Kombinieren wir diese Ungleichung mit der Identitdt (3.4), so ergibt sich

9*(to) < limsupwy,,r(y) = dist3(U(x ™ (20)), Uo)

Yy—xo

< dist2(U(x M(z0)),Q) < L < L3,
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was uns zu einem Widerspruch fiithrt.
Also gilt insbesondere fiir ¢t = 1

9(1) < L. (3.9)
Betrachten wir nun abermals die Integralungleichung (3.8) fiir ¢ = 1, so kénnen wir wieder
die linke Seite gegen Null nach oben hin abschétzen, wenn wir R im Hinblick auf (3.9)

geniigend klein wiéhlen, also so klein, dass a,(supg(s,) [v1]) > 0 gilt. Wir erhalten wie

eben |v1(y)|? < w1 r(y). Also kénnen wir mit (3.4)
o1 (W)* < wir(y) — wir(zo) = vi(wo)
Yy—xo (3.3)

= dist3(U o x '(20),U o x !(z0)) =0

schlieffen, und folglich gilt lim, .., v1(y) = vi(zg) = 0. Damit ist die Stetigkeit von U in
zo gezeigt. Da zg € $9(0) beliebig war und wir beliebige Randumgebungen (2 betrachtet
haben, folgt die Stetigkeit von U auf ganz M. O

3.2 Holderstetigkeit am Rand

Sei U : M — N eine harmonische Abbildung, die eine Koordinatenumgebung €2 C M eines
Punktes P € OM in einen reguliren Ball B1(Q) C N abbildet. Zudem sei x : Q — Y54 eine
Karte, die  homdomorph und surjektiv auf den Abschluss der Menge Y5, abbildet und
flir die gilt
x(OMNQ) =%,
Fiir zo = (x(,0) € XY definieren wir
o(t) := osc u.
27 (o)

Weiter sei g € 00?0 (354, R") eine vorgegebene Abbildung mit Uso = g0 - Damit wir
a-priori Abschétzungen fiir die Holderhalbnorm von u am Rand zeigen kdnnen, zitieren
wir zuerst einen Satz aus [MW]. Dieser erlaubt es uns, die Oszillation osc SanB,(y) U gegen
Cp%, fiir y € X4 und p hinreichend klein, abzuschitzen. Hieraus folgern wir dann die

Holderstetigkeit von v am Rand.

Satz 3.2.
Wenn o(R) < T%L) und wenn
T
\/E?
dann ezxistiert ein R* = R*(\, u, L,w, k,m) € (0, R], so dass fir alle p € (0, R*]
p\B
osc u<C||=— osc u+o |/ ,
wobei C = C(\, u, L,k,m) und = B(A\, u,m) € (0,1).

2L +b,(L)o(R) <
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Beweis. siehe [MW, Thm. 5.1]. O

Um Satz 3.2 anwenden zu kdnnen, zeigen wir die folgenden zwei Behauptungen:

1. Beh.: Es emistiert ein R < d mit osc 520 (z) ¥ < ﬁ fiir zo € $9, wobei R nur von den

Parametern X\, p, L, w, K, ag und Hol

00,309 abhdngt.

Beweis. Sei p < d. Fir z #y € Eg(xo) gilt: [z — y| < 2p. Dies impliziert § < ‘xfm und
somit gilt 1 < 290 20— wobei ag € (0,1] der Holderexponent der Randabbildung g ist.

lz—y[*0

Damit erhalten wir

osc u= sup J|u(z)—u(y)| < sup
25 (wo) z,yeXd (o) z,yeXd(zo) |J} - y‘ao
rFY TFY
< 2C¥0p04 Hélao,Egdg < C'pao_ (310)

Damit folgt die Existenz eines R < d, so dass osc 20 (2) U < bw—%L). Dabei hidngt R nur von

A, Ly w, K, ap und von Hb’laojzgdg ab. O

Wegen ﬁ —2L > 0, kann man R bei Bedarf noch weiter verkleinern, so dass auch folgende
Behauptung ihre Giiltigkeit erhélt:

2. Beh.: Es existiert ein R < d, so dass die erste Behauptung gilt, und, so dass 2L +
by(L)o(R) < %, wobei R von den gleichen Parametern wie in der ersten Behauptung
abhdngt.

Damit sind insbesondere die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfiillt.

Bemerkung 3.3.

Im Existenzsatz wird eine Schar von Randabbildungen g; = t g auftauchen. Wie man leicht
einsieht, hingt die Konstanten C' in (3.10) von der Hoélderhalbnorm der vorgegebenen
Randabbildung ¢ ab. Fiir ¢ = 1 wird diese jedoch wegen der speziellen Gestalt von g
maximal. Damit kénnen wir jede so erhaltene Konstante Cy durch Cy gleichméfig beziiglich
t nach oben abschitzen. Somit erzielen wir die Anwendbarkeit der a-priori Abschitzungen

im spateren Beweis des Existenzsatzes.

Sei nun y € Y45 U 22 und z = (y',...,y™ 1, 0) € Eg die orthogonale Projektion von y
auf X9 und 0 < p < %*, wobei R* = R*(A\, i, L,w, k,m) die Konstante aus Satz 3.2 ist.
Nun unterscheiden wir folgende Félle:

1. Fall: By,(y) N X% (z0) = 0

Damit sind die Voraussetzungen der inneren a-priori Abschéatzungen von u erfiillt und wir
erhalten

osc  u< osc u<C2p.
B, (y)NZq Bp(y)
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Hierbei bezeichnen wir mit v den Hélderexponenten von u aus Satz 2.12.

2. Fall: By,(y) N X9(x0) # 0

Dann kénnen wir wie folgt abschétzen:

osc_ U <
B,(y)NXg

Satz 3.2
8p<R*

=IA

(3.10)

IN

0OSC u = OosC U
Ssp(zo)uzgp(xo) (Satz 3.1) Sgp(:co)

B
C’[<8p*> 2L + 0sc u}
R 2R

8p p
C[ <R*> 2L + CQO‘OpO‘O/QRO‘O/Q}

C max (,oﬂ,pao/Q).

Insgesamt erhélt man also

0OscC

u < Cp®
Bp(y)ﬁZd

fiir alle y € ¥4y U XY, (3.11)

mit Konstanten C' = C(d, m, A\, p, w, K, L,Hélao,zgd(o)g), a = min (£, ap/2) und p < %.

Mit folgenden Abschitzungen erhalten wir die Holderstetigkeit von w am Rand. Seien nun

x,y € 4.

. R*
1. Fall: |z —y| <5

lu(z) —uly)l < osc u<Cle—yl|*
B\zfy|(y)

. R*

2. Fall: |z —y| > %
u(z) — u(y)|

< lte) —u) (8 —)"

|z =yl |z =yl
wobei die Konstante C' nur von den Daten des Problems abhingt.

Wir kléren nun durch ein Skalierungsargument die Abhéngigkeit der Konstanten von dem
Radius d. Fiir x € B1(0) ist px € B,(0) und damit ist @(x) := u(px) auf B1(0) wohl-
definiert. Wir berechnen im Folgenden die Differentialgleichungen, die von @ erfiillt wer-
den. Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7) des Energiefunktionals erhalten wir fiir

pEe C(C))O(EP(O)an)
/ AP (2)Dou' D' dx = / I‘éj(u)AO‘ﬂ(:z:)DauiDgujgol dx.
25(0) £p(0)

Mit der Substitution z = z/p und dem induzierten Isomorphismus zwischen C§°(X,(0), R™)
und C3°(X1(0),R™) ist dies dquivalent zu:
1 1

- 1 ) ~ 1 .
/ A (2) =Dyt = D@’ p"™ dz = / I (@) A% (2)—Doii' = Dgit? ¢ p" dz
¥1(0) p p ¥1(0) p p

fir alle » € C$°(X1(0),R"), wobei A*3(2) := A*S(pz) die skalierte Matrix bezeichne.
Offenbar erfiillt auch die skalierte Matrix die Strukturbedingung (2.8). Die gerade erhal-
tenen (schwachen) Differentialgleichungen besitzen also dieselbe Struktur wie die Euler-

Lagrange-Gleichungen des Energiefunktionals. Damit kénnen wir die bislang hergeleiteten
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Abschétzungen fiir die skalierte Funktion @ ebenso durchfiihren, wobei hier die Konstanten
nicht von dem Radius d abhdngen. Die Beobachtung Hél,, x;, (oyu = p*Hdl, 5, (0)u impliziert
schlieflich die Giiltigkeit des folgenden Satzes.

Satz 3.4.
Sei u eine Darstellung von U in Normalkoordinaten zentriert um Q auf Br(Q). Weiter sei
g € CY (354, R™) gegeben mit Uso = g0 - Dann existieren Konstanten C = C(m, A,

1, w, K, L, H(')'langd(o)g) und a = a(m, o, A\, b, L, w, k), so dass folgende Abschitzung gilt:

Hdla,Ed(O)u <Cd“.

Damit ist die Ho6lderstetigkeit von v am Rand bewiesen und die Holderhalbnorm von u

zum Exponenten « ist a-priori abgeschétzt.



Kapitel 4

Holderabschatzungen fur den

Gradienten 1im Inneren

Sei ©Q C int(M) offen und x : Q@ — Byq(0) eine lokale Karte von M. Sei weiterhin u eine
Darstellung von U in Normalkoordinaten um Q in B (Q). Sei nun zy € By(0) beliebig
und R < min(4-%d/4,1), dabei ist i1 = i1(n,m, \, i, &, w, L) die Konstante aus Satz 2.12.
Wir wollen nun Hélderabschitzungen fiir den Gradienten Vu von u finden. Die Beweis-
technik dazu, die in [GH, Section 7] skizziert ist, vermeidet Green’sche Funktionen und
basiert im Wesentlichen auf Aussagen von Campanato, [Cal, iiber lineare elliptische Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeflizienten. Wir werden zu Typen
von Abschétzungen gelangen, die es uns erlauben, das ,Dirichlet Growth Theorem* von
Morrey, welches weiter unten im Text zitiert wird, anzuwenden. Damit schliefen wir auf
die Holderstetigkeit von w zu hoéheren Exponenten. Die Kenntnis von diesem verbesser-
ten Holderexponenten kombiniert mit Lemma 2.11 ldsst uns folgern, dass v Element eines
Campanato-Raumes ist. Daraus schliefsen wir dann auf die Holderstetigkeit des Gradienten
Vu von u.

In Satz 2.12 und in Satz 3.1 konnten wir zeigen, dass u € C%9(By(0),R") fiir ein
oo = oo(m,\, u, Lyw,k) € (0,1] und dass die Héldernorm von w nur durch diese Da-
ten und den Radius d abgeschétzt ist. Aus den schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen
des Energiefunktionals (2.7) ergeben sich folgende schwache Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizienten:

/ AP (20) Do’ Dy’ da

Br(zo)
= / [Ao‘ﬁ(xo) - Ao‘ﬁ(x)]DauiDgcpi dx + / fHu) ! da (4.1)
Br(zo) Br(zo)

31
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fiir alle p € Wol’Z(BR(xg)7 R™) N L*>®(Br(zo), R™). Diese Formulierung der Differentialglei-
chungen findet hidufig Anwendung in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und
wird in der Literatur oft ,Einfrieren des Hauptteils“ oder ,freezing technique* genannt.
Da A%? € OV (Byy(0),R™*™)  vel. Kapitel 2, existiert nach dem Mittelwertsatz ein ¢; =
c1(p, A) > 0, so dass

A% (z0) — A% (2)| < 1|z — 20| < 1R fiir alle z € Bg(xo). (4.2)

Nun betrachten wir die Losung v von den folgenden n linearen elliptischen partiellen Dif-

ferentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

—Dg(A*?(29)Dav) =0 in Bg(xo), (4.3)
v—u € Wy?(Bgr(xo), R"). (4.4)

Nach [GM, Thm. 3.22] existiert eine eindeutige Losung v von (4.3), (4.4). Da (A%?),3 sym-

metrisch ist, gilt mit demselben Satz, dass v der eindeutige Minimierer von dem Funktional

1 : :
Fv) = / A (20) Doy’ Do dx (4.5)
2 JBr(@o)
in der Klasse Wa? = {v € WY2(Bg(x0),R") : v —u € W01’2(BR(:E0),R")} ist. Es sei
bemerkt, dass u selbst in der Klasse W2 liegt, also F(v) < F(u) gilt. Die Elliptizitit
von A®8, vgl. (2.8), impliziert sofort, dass |v|? eine Sublésung des Divergenzformoperators

Ds(A%(29)D,) ist. Das schwache Maximumprinzip, vgl. z.B. [GT, Thm. 8.1], liefert v €
L>®(Br(z0),R™) und die Abschitzung

sup |v| < sup |ul. (4.6)
Br(zo) Br(zo)

[LU, Chapter 7, Thm. 3.1] liefert weiterhin v € C%°(Bg(z0), R") fiir eine Konstante o =
o(m, p, A\, 00). Des Weiteren gilt die Abschéitzung

HU”CO’U(M,R") S C2 HUHCO’U(m,R") ’ (47)

mit Konstante co = ca(m, p, A\, 00). Also sind ¢z und o unabhingig von R und zy. Die
Unabhéngigkeit von den beiden Parametern ist wichtig, damit nachher unser Iteration-
sargument ohne Zweifel funktioniert. In der genannten Quelle geht das Gebiet nur iiber

die dort genannte Bedingung (A) *

ein. Da wir uns auf Béllen oder im nfchsten Kapitel
auf Halbbéllen befinden, sind die Parameter der Bedingung (A) a-priori bestimmt und fiir

alle Bille bzw. Halbbélle identisch, also unabhingig von xg und R. Insbesondere folgt aus

LG C R™ sei ein Gebiet. OG erfiillt die Bedingung (A) genau dann, wenn es Konstanten ag, 6y > 0 gibt,
so dass fiir alle B,(20), z0 € 0G, p < ap und fiir beliebige Zusammenhangskomponenten von G N B,(z0)
gilt: meas(G' N B,(20)) < (1 — Op)meas(B,(20)).
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(4.7) die Stetigkeit von v auf Bg(zo), also existieren die Randwerte sogar im klassischen
Sinne. Als Folgerungen aus der L?-Regularitit von v und insbesondere der Cacciopoli-
Ungleichung, zitieren wir [GM, Prop. 5.7| fiir Vv, da auch alle Ableitungen von v (4.3)
erfiillen.

Dabei setzen wir

. 1 ,
VU)yr)ai ::][ Dyvtdr = / Dyv' dz
(Vo)ys) Bu(y) meas(Br(y)) /B, (y)

und erhalten somit

/ Vol dz < cs (”)m/ Vol? de, (4.8)
BP(y) r Br(y)
m+2
/ Vo — (V)2 de < c3 (3) / Vo — (Vo) do (4.9)
By(y) r Br(y)

fiir alle y € Br(xo) und fir alle 0 < p < r < dist (y,0Br(zo)) und c3 = c3(n,m, A, p).

Wir verwenden diese beiden Abschitzungen im Folgenden fiir y = g und r = R.

Wie oben schon angedeutet wollen wir Morrey’s ,,Dirichlet Growth Theorem“ anwenden.
Hierfiir muss die L?>-Norm des Gradienten Vu von u auf kleinen Béllen kontrolliert werden.
Wir schitzen mit (4.8) ab

/ |Vu|? da SQ[/ ]Vv]zdx—i-/ \Vu—Vv[zdx]
Bp(x0) By (o) Br(zo)

PN\™ 2 2
32[ = / |Vl dx—i—/ |[Vu — V| dx].
<R> Br(o) Br(z0)

Hier und im Folgenden verwenden wir stillschweigend die Abschétzung (a+b)? < 2(a®+b?).

P

Nutzen wir jetzt aus, dass v ein Minimierer von (4.5) ist, so erhalten wir auf Grund der

Elliptizititsbedingung an A%?
2 1 af i i
|Vol“dz < A (z0)Dav' Dgv' dx
Br(zo) Br(zo)

1 , A
< / — A’ (20) Dou' Dy’ dz
Br(zo)
< Vul? de.
A JBr(eo)
Diese beiden Ungleichungen ergeben sodann
2 P, 2 2
[Vul*dx < ¢4 7 |Vu|*dx + |\Vu — Vou|* dx (4.10)

By(z0) Br(zo) Br(zo)

fiir alle p < R. Um den zweiten Term auf der rechten Seite zu kontrollieren, untersuchen

wir nun, welche Differentialgleichungen die Differenz u — v erfiillt. Aufgrund von (4.3) folgt
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sofort, dass die Differenz v — v (4.1) erfiillt, in Formeln bedeutet dies
/ A (20) Do (u’ — v*)Dgy' da
Br(zo)

— / [A%F (20) — AP (2)] Dou' Dy’ dx + / fHu)o! da (4.11)
Br(zo) Br(zo)

fiir alle ¢ € W&’Q(BR(xo), R™) N L*(Bgr(z0),R™). Wir wollen dieses System mit der zulés-
sigen Testfunktion ¢ := u—wv, vgl. (4.4), testen. Zur Vorbereitung der nachher notwendigen
Abschitzungen bemerken wir noch, dass fiir ein y € 9Bg(z¢) wegen (4.4) und der Existenz

der klassischen Randwerte u(y) = v(y) gilt, somit folgt

sup |u(x) —v(z)]

z€BR(z0)
< swp fu(@)—u)+ sw |o@)— o) < R (412)
z€BR(z0) z€BR(z0) (4.7)

mit Konstante c5 = ¢5(m, n, \, u, L, w, k,d). Im letzten Schritt haben wir die Hélderstetig-
keit von u und v sowie (4.7) ausgenutzt. Jetzt wollen wir die zentrale Gradientenabschét-
zung herleiten. Unter Benutzung der Elliptizitdt (2.8) und und der Ungleichung (2.10)

erhalten wir sofort

1 . .
/ |Vul|? de < / —*Ao"g(aco)DoﬂﬁDﬂuZ dz
Br(ao) Br(ao) A
<1
= A*b(L)?

1
= W/BR(:CO)E(U) dx. (4.13)

Wir erinnern hier an die Energiedichte, vgl. (2.4),

/ A (20) Do’ Dgul hij(u) da
Br(zo)

2e(U)(x, [y]) = 9°° (2, y) Dadt’ Dt hij (),
wobei u eine Darstellung von U ist. Die Koordinateninvarianz von e(U) impliziert

E(@)(z) = 2 ][SM e(U)(W do(y) = B(u) (). (1.14)

Sei nun % eine Darstellung von U in Normalkoordinaten um U(x~!(z0)) in BL(Q). Es gilt
[t(wo)| = disto(U(x™" (20)), U(x™ " (w0))) = 0.

Also folgt auch @(zg) = 0. Auf Grund der Wahl von R < 4-%d/4 gilt nach Satz 2.12 die

Abschétzung osc By (wo) U < T%L)' Dies zusammen mit Lemma 2.10 impliziert:

| = dist n(U o x ™1 U(x Hz0))) < bo(L)|u — u(zg)| < bu(L) 0% <L.
r\%o



Kapitel 4. Holderabschatzungen fiir den Gradienten im Inneren 35

Also gilt || < L auf Byr(xo) C Byq(0). Damit folgt aus der lokalen Energieabschitzung

in Lemma 2.11

/ E(ﬂ)deCRm_Q[ sup |a|* — sup WQ}
Br(wo) Bypr(wo) Br(zo)

< C'Rm_Q[ sup |a|* — inf |u|2]
Bur(zo) Byr(zo)
=CR™ 2 osc || (4.15)
Bar(z0)
mit C = C(m, u, k, A\, L). Fiir x,y € Byg(xo) folgt wegen u(xg) = 0 und der Holderstetig-
keit von @ die Abschétzung

|la(z)[* = a(y)*] = [la(z)| - [ay)]] [la)] + |a(y)]|
< (@) — a(y)| (|a(z) — @(zo)| + |a(y) — @(zo)])
< C/<4R)20

Dabei ergibt sich die Konstante C' = C'(m, \, u, L,w, k,d) aus der Konstanten aus den
inneren Hélderabschitzungen von u und den Daten des Problems. Die letzte Ungleichung
liefert uns eine Abschitzung fiir osc g, (x) |i|2. Durch Kombination von (4.13), (4.14) und

(4.15) erhalten wir die Abschéitzung

/ \Vu|? dz < cgR™ 2127 (4.16)
Br(zo)

mit Konstante cg = cg(m, A\, p, L, w, k, d). Wir méchten betonen, dass diese Abschétzung,
insbesondere der Exponent 20 statt o, grundlegend fiir unser Vorgehen ist. Dies wird in den
folgenden Abschéitzungen deutlich. Jetzt sind alle Vorbereitungen getroffen, um in (4.11)

@ :=u — v als Testvektor einzusetzen:

/ |Vu — Vo|* de
Br(zo)

1 o S
< = AP (20) Do (u’ — v Dg(u’ — v*) da
A I Br(xo)
1 , o 1
= = [A°P (20) — A°P (2)|Dou’ Dg(u’ — v*) da + — FHw)(ul — ot da
@11 X S (e A Br(zo)
1 - ; ; ; C5R
< Ty aR ]DauzDﬁ(uZ — ’UZ)| dx + / |f | dx
(42) A" JBg(a0) a%; Br(wo) Z
(4.12) )
< okt auiDgu' aft auiD/gvi\ dx
Br(®0)  3—1 Br(z0) o g—1

C5R /BNOZ\f’ w)| dz. (4.17)
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Nun gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und einer elementaren Unglei-

chung 2

m m
> [Dau'Dgul| = > | < Dou, Dgu > |

a,B=1 75_1
m
< ) [DoullDgul = Z!DaU!Z|DﬁU| < *IVU\Z
a,f=1 a=1

Analog schétzen wir den gemischten Term in (4.17) ab

m . . 1
|Dou'Dgv'| < —|Vul|Vul.
A m
07521
Dann folgt aus der Hélderungleichung
1

1
2 2
/ V| Vo] dz < / Vul? dz / Vo[? da
Br(zo0) Br(zo0) Br(zo)

*

el

< \Vu)? dz.
A" JBr(20)

Im letzten Schritt haben wir zudem die Minimierereigenschaft von v ausgenutzt, vgl. (4.5).

Schlieflich schatzen wir ab:
n
DI W)= ZIF WA (&) Do’ D] < ' To|Vul’n.
— 2.14)

Damit wird (4.17) zu

/ |Vu — Vo|? de
Br(zo)

1 *
< = [clR (1 ,u,*) + espu TonR’ ] / |Vu|? de
A A Br(z0)

< ¢gRmMT2T30 (4.18)

(4.16)

mit Konstante ¢; = c7(m,n, A\, u,To, L,w, k,d), denn 1 > o impliziert m — 1 4+ 20 >
m — 2+ 30, da wir R < 1 angenommen haben. Zur Definition von I'y erinnern wir an
Kapitel 2, (2.14). Auferdem wollen wir an die Bemerkung 2.14 erinnern, denn in dieser
Abschétzung ist nicht eingegangen, dass u eine Normaldarstellung von U ist. Es geniigen fiir
die Abschétzung (4.18) die Eigenschaften aus Lemma 2.9. Aus (4.10) und (4.18) erhalten
wir also fiir alle p < R

/ |Vu|? dz < cg [ (p>m/ |Vu|? dx + R™~2H37 (4.19)
B (o) R7 JBg(o)

Z(Zz )%>\/>Z7, 1\/afuraz>0 Z—l
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mit Konstante cg = cg(m,n, A\, u, L'y, L,w, K, d). Sei nun ohne Einschrinkung o < % Folg-
lich gilt m — 2 + 30 < m. Damit kénnen wir folgendes Iterationslemma aus [GM, Lemma
5.12| mit ¢ = 0 auf

A(R) == / |Vu|? de
Br(xo)
anwenden.

Lemma 4.1 (Iterationslemma).

Sei A : RT — R eine nichtnegative und monoton wachsende Funktion mit
Ap) < 4] (%) +e] “A(R) + BR®

fir alle 0 < p < R < Ry und fir A, a, 8 > 0 mit « > . Dann g¢ibt es Konstanten
g0 = ¢eo(A,a, ) und ¢ = c¢(A,a, B), so dass fire <eqy gilt

Ap) < cp’[RPAR)+B]  fir alle 0 < p < R < Ry.
Beweis. siche [GM, Lemma 5.12]. O

Wir erhalten

/ |Vu|? de < cop™ 2137 [R(MH?’U) / \Vau|? dz + 1 (4.20)
By (o) Br(zo)

fiir p € (0, R] und mit Konstante cg = co(m, n, \, u, Lo, L, w, K, d).

Wir wollen aus dieser Ungleichung und der Beliebigkeit von xg € By(0) sowie von R <
min(4-d/4,1) nun die Hélderstetigkeit von u zum Exponenten 3o zeigen und auch eine
Abschétzung fiir die Holderhalbnorm von u angeben, die nur von m, n, A\, u, I'g, L, w, K

und d abhéngt. Dazu zitieren wir aus [Gia, Chapter III, Thm. 1.1] den folgenden Satz.

Satz 4.2 (Morrey’s Dirichlet Growth Theorem).
Sei u € WH2(Bg(xo)) und es gelte

m—2+2v
/ ‘VU|2d&” < M? <,0> fir alle 0 < p <4(y) =R — |y — |
By(y) 5(y)

fiir y € Br(xzg) beliebig und ein 0 < v <1 und M > 0 unabhdngig von y und p. Dann gilt
u € C%(B,(x0)) fiir alle p < R. Weiter gilt fiir |z — y| < @ die Abschdtzung

r— Y
Ju() — uly)] < Clm,7)Mb(y)' % <| ) |> |

Beweis. |Gia, Chapter III, Thm. 1.1]. O



38

Sei also y € Bg(zo) beliebig. Es gilt offensichtlich 6(y) < min (47d/4,1). Dann kin-
nen wir die Differentialgleichungen (4.3) mit den Randwerten (4.4) auf Bj(,)(y) statt auf
Bpr(zo) betrachten. Da alle Konstanten unabhéngig vom Radius R des Balles Br(zo) und
unabhéingig von dessen Mittelpunkt xg sind, sind sie es auch von y und 6(y). Demnach

erhalten wir mit den gleichen Abschitzungen wie zuvor als Analogon zu (4.20):

/ Vul? dz < cop™ 250 [5(y)—<m—2+30> / Vul? dz + 1}
By (y) B

s(y) (o)

m—2+30
< cg ('0) [/ \Vul|* dz + Rm2+3"] (4.21)
6(y) Bu(z0)

fiir alle 0 < p < 0(y). Wir bemerken, dass mit Hilfe von (4.16) das Integral auf der rechten
Seite abgeschiitzt ist durch cg R™ 2727 damit wird (4.21) zu:

m—2+30
/ [Vul? dz < ¢ <p> [cﬁRm*QHU + Rm72+30}
By(y) 5(3/)

m—2+30
< 2 P
= ‘o <6<y>>

fiir alle 0 < p < (y), wobei c1p auch von R abhéngt. Diese Konstante wird jedoch nur fiir
den Beweis der Holderstetigkeit von w benutzt und findet spéter keine Verwendung mehr.
Mit dem ,Dirichlet Growth Theorem*, Satz 4.2, folgern wir u € CO’%U(W, R™) und
wir kénnen wie folgt die Hélderhalbnorm abschétzen:

Seien z,y € m, also 0(z) > R/2.

1Rl o — y| < 8(x)/2 = 5/2

u(z) — u(y)| < c(m, )16~ 27 2 — y|2°

R\'"%2° 3
<cmoen(3) -l
3
< ciilx —y|2°.
2. Fall: |x —y| > 6(x)/2
u(x) — u(y 3
ue) —u()| = O,
|z —yl2°
4\2° .
= 2L <R> & — y|2°
S®

< eplr -yl

Wir iiberdecken nun B, (0) auf endliche Art mit Béllen der Form Bp/4(z;) mit R := 4;1 d.

Diese Wahl von R stellt die Anwendbarkeit aller vorher hergeleiteten Abschétzungen sicher

und diese Wahl héngt nur von den Parametern d, m, A, u, L, w und « ab. Fiir x,y € By(0)

unterscheiden wir nun folgende Fille:
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1. Fall: |z —y| < R/4

Es existiert ein i mit # € Br/4(2;) und damit gilt
|z —y| < |z —y|+ |z —x;)| < R/4+ R/4 = R/2.
Damit gilt nach obiger Abschétzung
Ju(x) —u(y)| < max(enn, crz)|e — y27,

wobei die Konstante nur von m, n, A, u, I'g, L, w, x und d abhéngt nach Wahl von R.
2. Fall: |z —y| > R/4

3

u(x) — u(y 3, 4\ 27 34

(o) )| = P e —ylie <20 () el
r—y

< crolr —y|3°

mit Konstante c1o = c12(m,n, A\, 1, L'y, L, w, k, d) nach Wahl von R.

Damit ist gezeigt, dass die Holderhalbnorm von u auf m a-priori durch m, n, A\, u, I'g, L,
w, kK und d abgeschitzt ist. Nun konnen wir mit diesem verbesserten Hélderexponenten noch
einmal die Energieabschitzung wiederholen, die uns auf (4.16) gefithrt hat, und erhalten

analog zu (4.16) nur mit 3o statt o
/ |Vu|* de < cﬁRm_2+2(%J).
Br(zo)

Wiederholen wir die Herleitung von (4.18), so erhalten wir als entsprechendes Analogon
die Ungleichung
/ IVu — Vo> dz < ¢, Rm2+B+De
BR(I())

und (4.20) wird zu
/ |vu‘2 dx S Cgpm72+4(f |:R(m2+40')/ ’VU‘Q dr + 1
Bp (o) Br(zo)

fiir alle 0 < p < R unter der Annahme, dass o < % gilt. Dies fiihrt mit genau den gleichen
Uberlegungen wie oben vorgefiihrt zur Holderstetigkeit von u zum Exponenten %0’. Wir
gewinnen also nach jedem dieser Schritte %a fiir den Hoélderexponenten von u hinzu. Nach
N Tterationen ergibt sich folgende Situation:

Unter der Annahme o < NLH, erhalten wir die Hélderstetigkeit von u zum verbesserten
Holderezponenten (1 + %) .

Mit dieser Beobachtung gelangen wir zu folgender Behauptung:

/ |Vu|? dz < c13(3)pm 2428 firalle 0 < g <1 (4.22)
BP(QCO)
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mit Konstante ¢13(3) = c13(m,n, A\, pu, Lo, L, w, k,d, ).
Diese Behauptung lasst sich folgendermafsen begriinden. Zu o € (0,1) existiert ein N € N

NLH <o < N%H Also konnen wir N — 1 der obigen Iterationsschritte durch-

mit
fiihren, da die Voraussetzungen vom Iterationslemma 4.1 erfiillt sind. Wir erhalten u €
CO’(H%)U(?(O), R™). Damit wir nun den N-ten Iterationsschritt durchfithren kénnen,
verkleinern wir o geeignet, z.B. zu: 0 = o() := NLH - %NLH

Damit gilt 0 < NLH und (1 + %) o > (. Der N-te Iterationsschritt in Kombination mit
der Energieabschiitzung (4.16) mit (1 + &) o bzw. 3 als Holderexponenten von u liefert
also (4.22).

Setzen wir nun wieder ¢ := u — v als zuldssigen Testvektor in (4.11) ein und verwenden

(4.22), so erhalten wir analog zu der Herleitung von (4.18)

/ |Vu — Vo|* dz
Br(zo)

1 S S
< = AP (20) Do (u' — v Dg(u® — v*) da
A" JBr(a0)
1 *
< = [clR <1 + ,u*> + C5M*F0nRU} / |Vu|? da
A A Br(x0)
< cygRMTEA (4.23)
(4.22)

mit Konstante cj4 = cja(m,n, A\, u, Lo, L,w, k,d, 3). Jetzt haben wir die wichtigsten Ab-
schitzungen hergeleitet, um zu zeigen, dass auch der Gradient Vu von u hoélderstetig ist.
Hierfiir zeigen wir per Definition, dass Vu € £27(Bq(0),R™) mit v := §+ § — 1 fiir
B € (1—%,1). Es bezeichne (Vu), den Mittelwert von Vu auf B,(z). Wir schitzen nun
mit (4.23) und (4.9) folgendermafen ab:

1
L[ v (TuPds
4 By (z0)

1 1
S/ |Vu—Vv|2d:c+/ |(Vu), — Vo> dx
2 JBy (o) 2 /B, (o)

< / \Vu — Vo|? do + / [(Vu), — (Vv),|? dz +/ |(Vv), — Vo|* dx
Br(zo) Bp(@o By (o)

By (z0)

Bp(mo)

m—+2
+e (%) / IV — (V)| de + des / (Va)r — (Vo)g2de.  (4.24)
Br(wo) Br(wo)

m+2
(V) = (Vo) et e (2)" [ (Vo (Vo) s
R Br(zo)

|(Vu), — (Vv)p|2d:c+463/ |Vu — Vou|* da
Br(zo)

Nun untersuchen wir, wie sich die Integrale mit den Mittelwerten abschitzen lassen. Dazu
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verwenden wir die Holder-Ungleichung und Formel (4.23)

2
[ 15w, - (9o, do
By(z0)

2

1
dx

/B,,(zo) meas(B,(z0))?

= MUBM [Vu®) = 9v@) dy)2

= ( / \Vu<y>—w<y>!2dy)
Holder By (z0)

Rm—?-‘,—?ﬁ—l—a

‘ /| T = Ty

< cu
(4.23)

Analog schitzen wir den anderen Term mit der Differenz der Mittelwerte in der Ungleichung

(4.24) ab. Damit schitzen wir (4.24) insgesamt weiter ab zu

/ \Vu — (Vu),|? dx
Bp(xo)
m—+2
< 64e R0 4 16¢s <£) / \Vu — (Vu)g|* da.
R Br(zo)
Dies ergibt insgesamt
m—+2
/ \Vu — (V) ,|? de < 015{<p> / \Vu — (Vu)g|? de + R™- 220+
R Br(w0)

BP(UEO)

fir 0 < p < R und mit Konstante c¢;5 = ci15(m,n, A\, u, Lo, L,w, k,d, 3). Wir kénnen nun

auf
A(R) == / |Vu — (Vu)g|* dz
Br(zo)

das Iterationslemma 4.1 anwenden, da die Ungleichung m — 2 4+ 26 + 0 < m + 2 fiir alle
B € (0,1) erfiillt ist. Zur Monotonie von A bemerken wir:

Bemerkung 4.3.
Fiir u € L?(Gy,R") gilt die Abschiitzung

/|u—uG1|2d:L“§/ lu —Tg,|? dx
G1 G2

fiir den Fall, dass G1 C Ga CC R™ und g, = mmmy Jo, w(y) dy.-

meas(G;)

Beweis. Sei ohne Einschrinkung u eine reellwertige Funktion. Addition der Ungleichung
fiir jede Komponente liefert dann die Behauptung. Weiter sei im Folgenden G eine Nicht-

nullmenge, da sonst die Behauptung klar ist. Wir definieren die reellwertige Hilfsfunktion

H(c) ::/ lu — c|? dz
G1
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fiir c € R. Da die Mengen Gy, i = 1,2, beschrénkt sind, ist H wohldefiniert. Der Integrand
|u — c|? ist beziiglich ¢ differenzierbar mit Ableitung —2(u — ¢) € L?(G1) C L'(G;). Ein
Satz iiber die Differenzierbarkeit parameterabhéngiger Integrale liefert uns die Differen-

zierbarkeit von H mit
H'(c) = —2/ u—cdx.
G1

Jetzt gilt
0 = H'(c) = c = ug,.
Mit derselben Argumentation wie vorher ist H zweimal stetig differenzierbar mit
H"(c) = 2meas(Gy) > 0.

Daraus schlielen wir, dass die Funktion H ein (globales) Minimum in ¢ := g, besitzt,

also gilt
/ lu — g, |? do < / lu — c|? dz fiir alle c € R.
Gl G’1
Fiir ¢ := ug, liefert die Nichtnegativitdt des Integranden die gesuchte Abschitzung fiir
U. O

Damit ergibt sich

/ \Vu — (Vu),|? dx
Bp(mo)

< Clﬁpm—2+2,3+a |:R_(m—2+2ﬁ+o)/ |vu N (VU)R|2 dr +1 (425)
B

r(z0)
fiir alle 0 < p < R mit Konstante c16 = c16(m,n, A\, u, Lo, L,w, K, d, ). Wéhlen wir nun
wie oben schon angedeutet 3 € (1—,1), so gilt v := m —2+28+0 > m und wir verlieren
die Abhéngigkeit von der Konstanten (. Sei im Folgenden y € B4(0). Wir bezeichnen mit
(Vu), den Mittelwert von Vu auf dem jeweiligen Integrationsgebiet. Wir definieren nun
Ry :=47%d/16 < 47"1d/4 und unterscheiden die folgenden Fille:
1. Fall: p < Ry
(4.25) und Bemerkung 4.3 liefern

p‘”/ IVu — (Vu),|* dr < p_'Y/ IVu — (Vu),|? dx
By (y)NBa(0) By(y)

< ci6 [RO_A’/ |u—(Vu)RO|2d:L‘+1].
Br,(y)

2. Fall: p> Ry
Esist p~7 < R, ", damit

p—’Y/ IVu — (V) ,|? do < Rg”/ \Vu — (Vu)g|? dz.
B, (y)NBa(0) B4(0)
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Beachte nun noch

/ YV — (Vg |2 dz < 4/ Vul? da.
Bry(y) Bry ()

Die Terme auf den rechten Seiten von Fall 1 und Fall 2 lassen sich nun mit der Energieab-

schiatzung (4.16), unabhingig von u und y abschitzen. Also ergibt sich insgesamt:
pV/ |Vu — (Vu),|? dr < c17 (4.26)
B, (y)NBa(0)

fiir alle p > 0 und y € By(0) mit Konstante ¢17 = ¢17(m,n, A\, 4, Lo, L, w, k, d). Per Defini-
tion ist also gezeigt, dass u € £27(By(0),R™) mit m < v < m + 2 und

IVull 2By 0), ) < €17- (4.27)

Folgender Satz liefert die Holderstetigkeit von Vu mit G := B4(0) und A := Jmeas(B1(0)).

Satz 4.4 (Campanato).
Sei G C R™ ein Gebiet, das die folgende Bedingung erfillt:

Es existiert ein A > 0, so dass meas(B,(y) NG) > Ap™ fir alle y € G.

Firm <~y <m+p gilt dann

LPY(G) = CO(G), mit o= ;m.
Im Falle A > m+p und u € LPY(G) ist u konstant.
Beweis. siche [GM, Thm. 5.4]. O

Wir definieren oo = % wie in Satz 4.4. In dem Beweis dieses Satzes finden wir zudem die

Abschitzung
HOIde(O)VU S & ||vu”£2’—y(Bd(0)7Rm><n) (428)

mit Konstante ¢ unabhéngig von Vu. Die Holderstetigkeit von Vu impliziert die Stetigkeit

von Vu auf By(0). Also existiert ein y € By(0) mit supg, o) |Vu| = [Vu(y)|. Weiter gilt

mit der Dreiecksungleichung
[Vu(y)l < [Vuly) — (Vu)al +[(Vu)dl-

Auflerdem schitzen wir ab

1
Yu < / Vul|dx
(V)] meas(Ba(0) S0 "
1
< L 2da | meas(Ba(0))
B —— u X meas
Holder  meas(B4(0)) \ Jp,0) !

< €18
Lemma 2.11
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und
1
Vu(y) — (Vu < / Vu(y) — Vu(z)| dz
Vu(y) ~ (Vu)d oS B0 70~ V)
1
S — Hol, g, Vu |z — y|® dz
< AT oy TVl
<(2d)>
< €19,
(4.27)
(4.28)

wobei die Konstanten c1g und cjg9 von den iiblichen Parametern m, n, A\, u, I'g, L, w, K
und d abhingen, insbesondere nicht von w.

Dies zusammen mit (4.27) und (4.28) liefert

||VUHCO,Q(Bd(O)7Ran) < €20, (429)

auch hier gilt cog = coo(m,n, A, p, o, L, w, k,d). Wir haben also eine a-priori Abschéitzung
fiir die Holdernorm auf By(0) des Gradienten Vu einer Darstellung v von U gefunden. Ein

Skalierungsargument, vgl. Kapitel 3, liefert uns die Giiltigkeit des folgenden Satzes.

Satz 4.5.
Sei u eine Darstellung von U in Koordinaten zentriert um Q auf Br(Q). Dann ezistieren
Konstanten C = C(m,n, A\, p,w,k, L, To) und « = a(m,\,u, L,w, k), so dass folgende
Abschdatzung gilt:

d||Vul o g0y gy + A Hlo, 4 0)Vu < C.



Kapitel 5

Holderabschatzungen fur den

Gradienten am Rand

L yon U auf ¥sq

In diesem Abschnitt untersuchen wir eine Darstellung u = W o U o x~
mit dem Ziel, Holderabschédtzungen fiir den Gradienten Vu von u herzuleiten. Hierbei sei
U eine auf Q zentrierte, (nicht notwendigerweise normale) Karte von By (Q) und x eine
lokale Karte von M. Weiterhin sei g € C1?0 (354, R™) eine Abbildung, die mit u auf X2,

iibereinstimmt. Hieraus folgern wir
u(x) — g(z)] < |u(z) —u(zo)| + |g(x0) — g(2)| < Calx — ol (5.1)

fiir 2o € £9(0), fiir alle z € £4(0) und mit Konstanten o und Cy, die nur von den Konstan-
ten aus Satz 3.4 abhingen. Die Euler-Lagrange-Gleichungen haben in diesem Abschnitt die

Form:

/ A% (2)Dou' D’ dx = flu)gt d
Ys5d Y54

fiir alle ¢ € W()I’Q(Eg)d,R") N L>®(X54,R™). Mit der Ungleichung (5.1) kénnen wir dann
folgendes Lemma, welches in dhnlicher Form in [GH, Proposition 9] zu finden ist und

welches ein Analogon zu Formel (4.23) darstellt, beweisen:

Lemma 5.1.
Es ezistiert ein d > R = R(m,n, \, u,w, k, L, ag, Lo, ngcl,ao(Tstn),d) > 0, so dass fir
zo € $9(0) und fiir alle 0 < p < R die Abschitzung

/ \Vu|? de < ¢ pm 212 (5.2)
Sp(xo)
mit Konstante ¢ = ¢/ (m, A\, u, L,w, K, d, 9]l 00 (5557 > To) gt

45
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Beweis. Sei n, eine Familie von Abschneidefunktionen, vgl. [A, 2.18], die folgende Bedin-

gungen erfiillt:
2
N, € C5°(B2p(0)), 0 <1, <1, n, =1 auf B,(xp) und |Vn,| < ;

Wir betrachten dann ¢ := (u — g)nﬁ als zuldssige Testfunktion fiir die Euler-Lagrange-
Gleichungen, falls p < d. Die im Folgenden auftauchenden Terme der Form |u — g| werden
mit (5.1) abgeschitzt. Die Elliptizitit von A%? und die Youngsche-Ungleichung liefern dann
folgende Abschitzung:

A / |Vu|277§ dx
529(430)

< / Ao‘ﬁDau"Dguin?J dx

S2p(70)
= / fl(u)(ul—gl)nidx—i—/ AaﬁDauiDgginzdx

Szp(:l?o) SQp(IO)

—/ AaﬂDaui(ui —gi)anDgnpdx

S2,(x0)
< W[ (VuPlu-gbdet [ [Vul gl de
20 (0 Sap(wo)
vawp™ [ [Vl glds
Sap(xo
* o 2,2 (#*)2 2, 2
< [WToCa(20)* + €] [Vul*ng dz + =5 Val*n, dx
S2p(w0) € JSap(xo)
4\% 1
+< ) 2/ |u— g|*n}, da
P € Sap(z0)
< [WToCa(20) +¢] VuPr e + Y g o s ) 20)
S2p(x0) €
* 1 m— (6%
+ (4" 5 Ce(m)p™ 222,

» 1/
Wir absorbieren nun den [Vul*72-Term, indem wir R := 3 (W) wihlen und p < R

annehmen. Dann gilt
wWToCx(20) + & < w'ToCr(2R) + &.
Wir wihlen nun ¢ := e(R) := & — p*ToCa(2R)® = 4 > 0.

Damit folgt u*ToCo(2R)* 4+ € = % und es ergibt sich

/ |Vu|? de < / |Vu\277§ dx < Cpm—2T2 (5.3)
Sp(z0) 2p(Z0

fiir alle p < R. 0

Sei nun R die Konstante aus Lemma 5.1. Durch eventuelle Verkleinerung von R gelte auch

R < 47%d/4, wobei i; die Konstante aus Satz 2.12 ist. Alle im Folgenden erscheinenden
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Konstanten der Form ¢ hiingen unter anderem von ||g|[¢1,a0 (557, gy @b und sind monoton
steigend in ¢ — ||tgl[c1.e0 (557 gy fiir t € [0,1], vgl. Bemerkung 3.3. Die Konstanten ¢
und ¢/ hingen zudem von den Randdaten des Problems, vgl. Kapitel 4, ab. Nur zusatzli-
che Abhéngigkeiten werden im Folgenden erwihnt. Dies bemerken wir, damit wir spéter
den Existenssatz beweisen konnen. In diesem Abschnitt gehen wir im Wesentlichen ana-
log zum inneren Fall vor. Wir betrachten némlich den ,eingefrorenen Hauptteil und das

dazugehorige Dirichlet-Problem:

—Dg(A*?(x0)Dov) = 0 in Sg(x), (5.4)
v—u € Wy?(Sr(zo), R™). (5.5)

Es gelten die analogen Aussagen zu (4.5), (4.6) und (4.7) mit Sgr(xo) statt Br(xo), ins-
besondere ist die Losung v der eindeutige Minimierer des zugehorigen Variationsproblems.
Wir bezeichnen mit o den kleinsten der bislang aufgetauchten Holderexponenten. Die bei-
den Abschétzungen (4.8) und (4.9) gelten nicht in der Form. Nach Campanato gelten

jedoch die folgenden beiden Lemmata

Lemma 5.2.

Sei ¢ € WL2(Sg(z0), R") eine Lisung des Systems Dg(A“P(20)Datb) = Dpfs mit fz €
L%(Sg(w0),R™) und ¢ = 0 auf X%(x0). Dann ezistiert eine Konstante ¢ = c(\, pu) > 0, so
dass fiir alle 0 < p < R gilt

/ |w|2d:cgc[(g) / |V¢|2dx—|—2/ |f5|2das].
Sp(z0) Sr(zo) 3=1"Sr(x0)

Beweis. Da unser System vollsténdig entkoppelt ist, haben wir ein System von n Gleichun-
gen. Anwendung von [Ca, Lemma 12.1] auf jede dieser n Gleichungen liefert die Behauptung

fiir p < R. Offenbar gilt fiir p = R die Abschétzung ebenso. O

Lemma 5.3.
Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 5.2, existiert eine Konstante ¢ =

c¢(\, 1) > 0, so dass fir alle 0 < p < R und fiir alle (a1, ..., ay,) € R™ gilt

m—1 m—1 m

m—+2
2/ !Dﬁ¢|2d$§0<%) Z/ IDﬁwlzderCZ/ |f5 — apl* dz
g=1 7 Sp(@0) 3=1 7 Sr(20) 3=1" Sr(z0)

und

_ 2d £ m-+2 B 2d
~/Sp(mg) |Dm¢ (qu/])ﬂ| z < c (R) /SR(:EO) ‘Dml/l (_qu/})R| T

—l—CZ/ |f5—ag‘2d$.
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Beweis. siehe [Ca, Lemma 12.II] und die Bemerkung im Beweis von Lemma 5.2. O

Angesichts der Randabbildung g kénnen wir die vorangegangenen Lemmata nicht direkt auf
die Abbildung v anwenden. Es bietet sich an, die Abbildung ¢ := v—g € WH2(Sg(x0), R")
zu betrachten, um (schwache) Nullrandwerte auf X% (o) zu erzeugen. Dieses 1 erfiillt die
Voraussetzungen von Lemma 5.2 und Lemma 5.3 mit f5 := —A“%(29)Dag € CO%(Z54, R").

Die Abschétzungen aus den Lemmata implizieren erstens

/ VY[ de
Sp(z0)

C(]P;b)m/sR( |V¢|2d:c+cz | AP (20) Dog|? da

Sr(zo)

/ ﬁ m 2 /! pm
c (R) /SR(mO) (V|2 da + ¢ (5.6)

und zweitens fiir ag := — A (x0) Dag(z0)

m—1
Z/ |Dgep|* dz
—, JSp(o)

m+2
z / |Dﬁ¢|2dx+cz / [A°7 (w0) Dag = A°7(20) Daglao)| do
Sr(zo)

Sr(zo)

IN

IN

<cR2a||gHCI Qs 5d-R™)

m+2
<c4 Z/ |Dptp|* da + cf R™ T2, (5.7)
Sgr(zo)
sowle drittens
/ |Dytp — (D)) da
Sp(0)
4 m+2 aﬂ 2
<c (L —
<e(£)"" [ 1Dt~ (D) \da:+cZ / 14°%(@0) (Dag — Dagle0)) 2 da
SR(:EQ) -TO)
m+2
< (8)" [ 1w (D) da+ R 59
Sr(xo)

Aus der Tatsache |||Vgl||3. (Sn(zo) < < c(m)R™(|gll c1.0 (555 gy und aus (5.6) leiten wir eine
Abschétzung fiir Vo = V¢ + Vg her:

/ |Vo|? dz
$p(z0

< / |v¢\2 d:n+2/ |Vg|? dx
Sr(wo)
<2|Vv\2+2\Vg|2
14 2 "
< &4(L / Vo2 da + LR (5.9)
(&) /..
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Aufgrund der Minimierereigenschaft von v und aufgrund von (5.9) erhalten wir analog zu
(4.10)

/ |Vu|? de
Sp(z0)
r(P\™ 2 1 M 2
2 [05 (*) / |Vu|“dx + 5 R +/ |Vu — Vo daz]
R Sk(zo) Sg(zo)

2[08 (p)m/ \Vu]zda:+chm+/ |Vu — Vu|? d:r,] (5.10)
R/ Jsp(wo) Sk (x0)

fiir alle p < R. Die Integralgleichung (4.11) gilt auch hier mit Sg(xo) statt Br(zo). Den

Raum VVO1 ’2(E5d,R") N L>°(X54,R™) verwenden wir hierbei entsprechend als den Raum

IN

IN

aller Grundfunktionen. Des Weiteren gilt vollkommen analog zu (4.12) die Ungleichung
SUPg (z0) [t — | < cgRY. Da wir die Energieabschiitzung (5.2) gezeigt haben, erhalten wir

mit denselben Uberlegungen wie fiir (4.18) die Ungleichung

/ |Vu — Vo|* de < R3¢ (5.11)
Sr(wo)

mit Konstante ¢, die auch von I'y abhingt. Wie nach (4.18) beobachtet, bemerken wir
auch hier, dass die geometrischen Abhingigkeiten vereinfacht werden kénnen, falls wir die
Karcher-Koordinaten aus Lemma 2.9 verwenden. Die Abschitzung (5.11) kombiniert mit

der Ungleichung (5.10) ergibt:

/ IVul? dz < 26, (%)m / IVul?dx + 2/ R™ + 2¢| Rm—2+5e
Sp(z0) Sr(z0)

fiir alle p < R. Sei ohne Einschrinkung a < %, dann gilt fiir alle p < R

ul*dx < ¢ LA™ ul? dx + R3] 5.12
Vul*de < | (£ Vul*de + R
Sp(0) R Jsp(ao)

Wie schon im inneren Fall wenden wir nun das Iterationslemma 4.1 auf (5.12) an, um zu

folgendem Ausdruck zu gelangen

/ (Vul? dz < ¢y pm—2+3e [R(m2+3a> / (Vu|? dz + 1} (5.13)
Sp(x0) Sk(zo)

fiir alle p < R. Jetzt wollen wir die Abschétzung (5.13) mit der Abschitzung (4.22) kombi-
nieren, um durch Iteration, wie schon im vorherigen Kapitel, den Hélderexponenten von u
zu verbessern. Wir benutzen dazu diesmal die Charakterisierung holderstetiger Funktionen
von Campanato, Satz 4.4. Vorab wollen wir bemerken, dass alle nun folgenden Mittelwerte
jeweils {iber das zugehorige Integrationsgebiet zu bilden sind. Wir indizieren der Einfach-
heit halber die Mittelwerte daher jeweils nur mit einem Radius. Fiir x¢ € 22 schétzen wir

mit der Poincaré Ungleichung, vgl. [GM, Prop. 3.10], folgendermafen ab

/ lu—u,*de < c(m)pQ/ |Vu|? da (5.14)
Bp(z0)NSk(20) Sp(x0)

Cllllpm+3oc [R—(m—2+3a) /S |vu|2 dr + 1

r(zo0)

IA
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Sei R* := R/8, y=(y', -+ ,y™) € TqU Y und 2o = (y*,--- ,y™1,0) € Y die orthogo-
nale Projektion von y auf .

1. Fall: B4,(y) NSy =0 und 0 < p < R*

Mit der Poincaré Ungleichung, den Abschétzungen (4.20) und (4.16) aus dem Inneren folgt

/ lu — uy,|* de < p2/ \Vu|? dzx
By (y)NXg By (y)

Cgpm+3a |:R—(m—2+30) /
0) B

< C//<R*)pm+3a.

(4.16)

2. Fall: Bu,(y) NSy #0Pund 0 < p < R*

/ ‘U_Uym‘de < / ‘u_“yv4p|2d~’5
By (y)NZg Bap(y)NZq

< / t — 1 5 |?
Ssp (o)

YVAN

\Vu|? dz + 1]

(4 r(zo0)

< Cllllpm—l-?)a |: (R*)f(m72+3a) / ’vu|2 dr + 1:|
(5.14) Sg+(z0)
(5§2) 2cllllpm+3a |: (R*)f(mf2+3a) Clll (R*)f(m72+2a) :|
< 0/1/2Pm+3a-
3. Fall: p> R*
Es ist p~(mt3¢) < (R*)=(m+3%) ynd damit
primis [ fu— uy ? da
By (y)NEaq(0)
< (R*)f(m+3a) / ‘U _ uy,p|2 dr
By (y)NEq(0)
< (R*)_(m+3a)][ / lu(z) — u(2)]* dz de
By(y)NEa(0) v By(y)NEa(0)
< (R ¢(m, d) (Holy,5,u)? < oo (5.15)

Da Hoél, x,u wegen Satz 3.4 a-priori abgeschétzt ist, haben wir hier eine Abschétzung, die
unabhéngig von w ist.

Die in den drei Fallen auftretenden Konstanten héngen allesamt von R* ab. Wir konnten
R* jedoch nur abhingig von den Daten und von d wéhlen.

Alles in allem erhalten wir
/ lu — uy,|* do < fyp™ 3 fiir alle y € 34(0) und p > 0.
By (y)NXq
Also gilt u € £2™H3%(%,; R") und [|w]| g2.m+30 (s, mny < 3. Nach Campanatos Charakteri-

sierung holderstetiger Funktionen, Satz 4.4, folgt die Holderstetigkeit von v zum Exponen-

ten %a auf ¥ und eine a-priori Abschitzung der Hélderkonstanten zu diesem Exponenten.
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Wir wiederholen das Iterationsargument aus dem vorherigen Kapitel und gelangen zu

/ \Vul? dz < ¢f3(8)p™ 2% firalle0 < p <R (5.16)
Sp(xo)

fiir 5 € (0,1). Damit formulieren wir analog zu (4.23)
/ \Vu — Vo2 de < ¢, Rm—2+26+ (5.17)
Skr(zo)

Wir priifen nun die Voraussetzungen von Satz 4.4, den wir auf Vu anwenden wollen. Dazu

schitzen wir das folgende Integral ab

/*99(950)

-3 .

Zur Herleitung der Abschétzung fithren wir nun geeignete Terme ein, die wir mit obigen

Vu — (Vu)p‘2 dx (5.18)

2
Dimu— (Dmu),| dz.

Dgu — (Dgu) ‘ dm+/
Sp(zo)

Formeln kontrollieren konnen, insbesondere mit den Formeln (5.17) und (5.8). Die Ab-
schitzungen sollen zur einer Form fiihren, auf die wir das Iterationslemma 4.1 anwenden
konnen. Dieses Vorgehen entspricht der Beweisfithrung im vorangegangenen Kapitel. Wir

beachten, dass aus der Hélderungleichung die Abschétzung

/S/J(xo)

folgt. Damit schitzen wir weiter ab

/59(950)
< 4/ | Dpyts — Dpyol? dx+4/
SP(‘TO) Sp(ffo)

+ 4/
Sp(wO)

S 86/1/4Rm—2+26+a + 8/
(5.17) Sp(z0)

dr < cZRm”O‘

Dpg — (Dmg)p’2

2
dx

Du — (Dmu)p‘

2
dx

Dv — (Dmv)p‘

2
(D), — (Dppu), | dx

P p ’

2
Dimg — (Ding),| dz

2
Dot = (D), | dz+s [
Sp(xo)
+ 86/1/4Rm—2+2ﬁ+a

S 16611/4Rm—2+2ﬂ+a + 8621 <£
(5.8)

m+2
)" Dt = (D)l o+ SR
Sr(zo)

+2
< 3901 Rm-22ta | 160 (%)m /S » | Dyt — (D) |? dav + 326 R™+20
Rr\Zo

Das Integral auf der rechten Seite schitzen wir genau wie in (4.24) ab, und erhalten

/S/J(IO)

2
Dpu— (Dpu) | dx

)

R

m—+2
< (R mme) el (23" [ Dy (D) pf o
R Sr(zo)
m+2
< Ry o (2) / Dot — (D) ? d. (5.19)
Sr(zo)
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Auf (5.19) wenden wir jetzt das Iterationslemma 4.1 an, denn fiir alle § € (0,1) ist die

Ungleichung m +2 > m — 24 23 + « erfiillt. Hiermit und mit Hilfe der Hélderungleichung

gelangen wir zu:

2
dzx

Du — (Dmu)p‘

/Sp(ro)

< Clll7pm72+2ﬁ+a |:R(m2+2ﬁ+a) |Dmu - (DmU)R‘Q dr + 1:|
Sk(zo)
< Clll7pm72+2ﬁ+a |:R(m2+2ﬁ+a)4/s - ’vu(x)P dr + 1:|
R\Z0
< o pmT (R m). (5.20)
(5.2)

Nun méchten wir die Summe in (5.18) abschétzen. Hierzu erinnern wir an den Beweis von

Bemerkung 4.3 und erhalten folgende Abschétzung

2
Dgu — (Dgu)p‘ dr < /S - |Dgu — cf? dx fiir alle ¢ € R"™.
p\T0

/SP(QCO)

Wir wihlen ¢ := Dgg(x) und benutzen die Formeln (5.7) sowie (5.17)

IN

IN

IN

IN

IN

IN

m—1 9

/ Dgu — (Dgu) ‘ dx
/=1 Sp(z0)
m—1
> [ s Daglan)f do
/=1 Sp(z0)

rm—1
8 /S - |Dgu — Dgv|* + |Dgv — Dag|* + |Dgg — Dpglao)|” dfﬂ}
_ﬁ 1 p

m—1
8 / |Vu — Vol|? de + Z/ |Dgy|? da + chm“a}
L JSr(zo) —1 7/ Sp(0)

m+2
8¢ // R 2+2ﬁ+a+c()\ 1) Z/ |D51/J|2 d$+CZRm+2a:|
L Sr(zo)
N pm—2+26+a m+2 2
72(d,+¢) R + 64c(\, 1) Z - )|D5u—Dﬁg(fno)| dz
RrR\T0

m+2
e [Rm_2+26+0‘ Z /S - |Dgu — Dgg(xo)|? dx]. (5.21)
RrR\T0

Nun wenden wir das Iterationslemma 4.1 auf die monoton wachsende Funktion

Z / Dgu — Dyglao)?
Sr(zo)
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an. Wir erhalten

m—1
Z /Sp(xo)

=1
m—1
cpm—2H2B+a [ -(m-2+28+0) Z /
ﬂ:l SR(

S Cpm—2+2ﬁ+a |:R—(m—2+25+04)2 /
S

2
Dgu — (Dgu)p‘ dx

IN

Dsu— Dagla) do +1

o)

|Vul|? + |Vg|? dz + 1}
r(20)
< pm2EBta (5.22)

Addition von (5.22) und (5.20) ergibt die gesuchte Abschétzung

/SP(IO)

Auch hier wollen wir noch einmal daran erinnern, dass R nur abhéngig von den Daten ist.

Wir zeigen, dass aus den beiden Abschatzungen (5.23) und (4.25) die Abschétzung

/Bp(y)ﬂzd

fiir alle y € X und p € (0, /8] folgt. Es bezeichne (Vu), , den Mittelwert von Vu auf

2 1/ /1 m—2+20+« /I m—2420+«
Vu — (vu)p( dz < (g + cc(R,m))p < yop . (5.23)

2
‘ dx < cy pm—2+2te (5.24)

Vu — (Vu),

dem jeweiligen Integrationsgebiet und xg die orthogonale Projektion von y auf 22. Um
(5.24) zu beweisen, unterscheiden wir zwei Falle:

1. Pall: Byy(y) N S (w0) = 0

Wir setzen 6(y) := |zo — y|. Dann liefert die Anwendung von (4.25) und von (5.23)

/Bp (y)NZq
<)
Bo(y)

2
Vu — (Vu)y’p‘ dx

2
Vu — (Vu)y”o‘ dz

< 2eqgpM T EPAITOG(y) (o220 ) / IV — (V) 50| dz
(4.25) Baoy (1)
< 2c16(Qp)m—2+2,8+a(25(y))—(m—2+2ﬁ+a)/ Vu — (vu)I0725(y)|2 da
SZ&(y)(J”O)
< 2e16(2p)"HIT (25 (y)) MR L (25 (y) 2R+
(5.23)
= e,

2. Fall: Bay(y) N S% (o) # 0
Mit Formel (5.23) gilt

/Bp(y)ﬁEd

Fiir groke Radien p schitzen wir wie zuvor in (5.15) ab. Also gilt (5.24). Wahlen wir nun

2
V= (Vu)p‘ dz < /S o) IV — (V) sp|* d < cyo(8p)™ 2 20T,
8p(Z0
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B € (1-%,1),soist die Ungleichung m+2 > m — 2+ 28+ a > m erfiillt. Anwendung von
Satz 4.4 liefert uns jetzt wie im vorherigen Kapitel eine a-priori Schranke an Hél, s, Vu.
Damit erhalten wir die Stetigkeit von Vu auf $4(0) und wir kénnen wie schon im vorheri-
gen Kapitel ||[Vul[ o (52(0)Rmxn) abschétzen. Wir haben also eine a-priori Abschéitzung fiir

die Holdernorm des Gradienten Vu einer Darstellung u von U auf ¥4(0) gefunden. Ein

Skalierungsargument, vgl. Kapitel 3, liefert uns die Giiltigkeit des folgenden Satzes.

Satz 5.4.
Sei u eine Darstellung von U in Koordinaten zentriert um Q auf B (Q). Fir eine gegebene
Abbildung g € CH0 (354, R™) mit uso = gjxo, evistieren Konstanten C' = C(m,n, A,
wyw, Kk, L, To, HgHCLao(T&i,R")) und o = a(m, o, A, i, L,w, k), so dass folgende Abschdtzung
gilt:

d||Vull o sy gmxny + d' T Holg 5, Vu < C.



Kapitel 6

C%®- Abschitzungen

In diesem Kapitel gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen der vorherigen Kapitel
und von Satz 2.13. Wir zeigen im Folgenden durch Anwendung der linearen Theorie der
elliptischen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die C**-Regularitit einer
harmonischen Abbildungen U zwischen einer Finsler-Mannigfaltigkeit M und einer Rie-
mann’schen Mannigfaltigkeit N. Dabei erfiille U die Kleinheitsbedingung U(M) C Br(Q)
fiir einen reguldren Ball B (Q) C N und die Randbedingung U = ® auf OM fiir eine Ab-
bildung ® € C%(M, N).

Zu einem inneren Punkt P € M existiert eine Karte (x,Q2p), so dass P € Qp, x(Qp) =
By4(0) und x(P) = 0. Wir definieren wie vorher die Darstellung u = ¥ o U o x~! :
B,4i(0) — R™ von U fiir eine, nicht notwendigerweise normale Karte ¥ : By, (Q) — R", die
um Q zentriert ist. Dementsprechend sei g die Darstellung von ®. Fiir einen Randpunkt
konnen wir dies analog machen. In Satz 4.5 und Satz 5.4 haben wir zeigen konnen, dass
u € CH(By(0),R") bzw. u € C1*(34(0),R") und dass die zu diesen Riumen gehoren-
den Normen von u a-priori abgeschétzt sind. Weiterhin haben wir vorausgesetzt, dass die
Zielmannigfaltigkeit N € C3 ist. Wie schon in Kapitel 2 diskutiert, besitzen damit die
Komponenten des Fundamentaltensors h;j(u) von N beziiglich der Karte ¥ : B (Q) — R
und beziiglich lokaler Koordinaten u,...,u" die Regularitit h;; € C*(N,R) fiir alle
1,7 = 1,...,n. Des Weiteren sind die Christoffel-Symbole Fék der Riemann’schen Metrik
h Cl-regulir. Also gilt

flu) = Fék(u)Aaﬁ(x)DauiDguj € C%(By(0))

fir [ = 1,...,n. Nun betrachten wir die folgenden n linearen partiellen elliptischen Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung;:
—Dg(A* () Dow') = f'(u) in Ba(0),
wh = ! auf 0B4(0), [=1,...,n
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im klassischen Sinne. Nach [GT, Thm. 6.13] haben diese n Differentialgleichungen eine

eindeutige (klassische) Losung w € C°(B4(0),R") N C%%(B4(0),R™). Diese ist zugleich

auch schwache Losung der obigen Differentialgleichungen, d.h.

/ AP (2)Dow! Dt da = / fHu)e dz fiir alle ¢ € C3°(B4(0), R™).
B4(0) B4(0)

Da u die schwachen Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7) des Energiefunktionals erfiillt, folgt

/ A (2)Dy(w' —u)Dgpldz =0 fiir alle ¢ € CF°(By(0), R™).
B4(0)

Auferdem gilt w' —u! € W&’z(Bd(O)) fiir alle = 1,...,n. Dies folgt aus der Stetigkeit von

Lol vgl. [A,

w! —u! auf dem Abschluss von Bg(0) und den starken Nullrandwerten von u
A6.6, A6.10]. Eine Eindeutigkeitsaussage iiber Losungen der letzten Differentialgleichun-
gen, siehe [GT, Kor. 8.2], liefert uns w! = u! fast iiberall in B4(0). Da beide Funktionen
stetig sind, folgt w' = u! auf By(0) (im klassischen Sinne). Also gilt u € C%(By(0), R™).
Insbesondere haben wir auf Grund der Beliebigkeit von P gezeigt, dass U in jedem inneren
Punkt von M zweimal stetig differenzierbar ist. [GT, Kor. 6.3] liefert noch folgende lokale

Abschitzung fiir die Holdernorm der zweiten Ableitungen

<2) S (2> Hil, 5, ,0) D% < (L + >1s ()l )

mit Konstante C' = C(m,n, \, u, d, ). Diese Abschitzung liefert uns aufgrund der in den
vorherigen Kapiteln in Satz 4.5 und Satz 5.4 hergeleiteten a-priori Abschétzungen fiir die
Holdernorm von Vu eine a-priori Abschitzung fiir die Holdernorm von f!(u). Insbesondere
folgt damit eine a-priori Abschiitzung der zweiten Ableitungen D?u von u. Demzufolge ist

die C**(B,/2(0),R™)-Norm von u a-priori abgeschitzt.

Nun zeigen wir die Randregularitdt von U. Dazu sei P € OM und 2 eine Umgebung von

P, deren Abschluss homéomorph auf ¥5,(0) abgebildet werden kann. Nach Satz 5.4 wissen
wir, dass u € C1*(54(0), R") ist. Daher ist f'(u) € C%%(34(0)) fiir [ = 1,...,n. Nach
der Definition einer Mannigfaltigkeit mit Rand korrespondiert ¥9(0) gerade mit M N

und deshalb korrespondieren alle z € ¥;4(0) mit inneren Punkten von M. Aus den obigen
Uberlegungen fiir den inneren Fall folgt, dass u € C?(X4(0),R™) ist. Offensichtlich ist
220(0) ein C**-Randstiick von ¥4(0). Nach Annahme gilt g € C2%(354(0), R") fiir die
Darstellung der Randabbildung ®. Also kénnen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen (2.7)
des Energiefunktionals auch in starker Form formulieren. Die Darstellung w erfiillt damit

die folgenden n partiellen Differentialgleichungen:

—Dy(A*(z) Dou') = f'(u) in £4(0),
ul = ¢ aufﬂg(()), I=1,...,n.
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Dabei ist die rechte Seite f!(u) schon bekannt fiir [ = 1,...,n und wir haben auf der linken
Seite einen linearen elliptischen Operator zweiter Ordnung. Nach [GT, Lemma 6.18] gilt
u € C*%(24(0) UXH(0),R™). [GT, Kor. 6.7] liefert dann die Abschiitzung

z
lullez.e (s, ;0 mm) = C(L + 9l 2o @y mm + zz; I (U)Hco,a(m)>

mit Konstante C' = C'(m, a, A, u, d). Dies ist offenbar eine a-priori Abschéitzung vom ge-
wiinschten Typ.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass zu jedem P € int(M) (bzw. OM) eine Karte
(xp, Qp) existiert mit x(P) = 0, Qp := x "1 (Bg/2(0)) (bzw. Qp := x "1 (By2(0) N {z™ >
0})). Dies kann man erreichen, in dem man beispielsweise eine Umgebung eines Punktes
P € OM via x auf $54(0) N E2,(0) abbildet, als Karte dann aber (x, x ™' (Bg/2(0) N {z™ >
0})) verwendet. Wegen der Kompaktheit von M erhilt man auf diese Weise einen endli-
chen Atlas (Xj,Qj);‘?:l von M, insbesondere gilt M = Ule Q; fiir ein k£ € N. Also sind
alle Darstellungen u; von U Elemente von C%%(x(£2;),R"), die a-priori abgeschétzt sind.

Damit ist auch die im zweiten Kapitel definierte Héldernorm von U

k
1Ullc2enny = Z; 151l o2, (i 005y )
j:
a-priori abgeschitzt. Dies beweist Satz 2.13.
Diesen (endlichen) Atlas wollen wir nun fixieren und im n#chsten Kapitel verwenden, um
die Existenz harmonischer Abbildungen U : M — N mit vorgeschriebenen Randwerten zu

zeigen.






Kapitel 7
Existenzsatz

In diesem Abschnitt werden wir abschliefend die Existenz harmonischer Abbildungen
von einer vollstdndigen, berandeten, orientierten und kompakten Finsler-Mannigfaltigkeit
(M, F) der Dimension m in eine n-dimensionale Riemann’sche Mannigfaltigkeit (N, h) der
Klasse C3 mit vorgeschriebenen Randdaten, die eine Kleinheitsbedingung erfiillen, be-
weisen. Dies verallgemeinert das Resultat in [HKW1|. Dem Beweis aus [HKW1] folgend
kombinieren wir die Leray-Schauder-Abbildungsgrad-Theorie mit den in den vorherigen
Kapiteln gewonnenen a-priori Abschétzungen.

Bevor wir zu dem Existenzsatz und seinem Beweis kommen, méchten wir einen kleinen
technischen Einschub machen. Im Beweis werden wir Operatorgleichungen betrachten.
Diese Operatoren sind durch Lésungen eines Dirichlet-Problems, also durch Lésungen
partieller Differentialgleichungen, definiert. Es stellt sich die Frage, wie man solche Dif-
ferentialgleichungen behandelt. Wir verwenden dazu eine Zerlegung der Eins und lokali-
sieren die Differentialgleichungen. Mit Hilfe der Schauder-Theorie erhalten wir dann die
Losbarkeit der Differentialgleichungen und Regularitétseigenschaften der Losung. Priziser
formulieren wir diesen Sachverhalt im Folgenden. Sei (x;,€;), j =1,...,k, der in Kapitel
6 konstruierte (endliche) Atlas von M. Sei n; eine Zerlegung der Eins beziiglich der §;,
d.h. n; € Cg°(Qy) fiir j = 1,..., k. Wir setzen 7; auf triviale Art durch 0 auferhalb von
Q fiir alle j = 1,...,k, fort. Eine Abbildung f : M — R" konnen wir dann schreiben als

k
F=Y_nt.
j=1

Mithin ist die Funktion f durch die Funktionen n; f, j = 1,..., k, schon eindeutig bestimmt,
welche wiederum schon eindeutig durch ihre Werte auf 2; bestimmt sind, da sie auf M\ €;
verschwinden. Des Weiteren gilt supp (n;f) CC Q;. Wir miissen zwei Fille betrachten.

1. Fall: Q; NOM # ()

29
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Per Konstruktion gilt x;(€2;) = Bg/2(0) N {2™ > 0}, was supp ((n;f) o X;1) CC x;(£)
impliziert. Wir kénnen also ein Gebiet G; mit supp ((n;f) o Xj_l) C (Gju{a™ =0}) CcC
X;(€2;) und 0G; € C*° finden.

2. Fall: Q;NOM =0

Dann gilt x;(€2;) = Bg/2(0). Also finden wir auch hier ein Gebiet G; C R™ mit supp ((n; f)o
X; 1) C Gj C x;(€y) und 8G; € C*.

Wir stellen fest, dass es geniigt, die Funktionen n;f, j = 1,...,k, auf G; zu kennen. In

dem weiter unten folgenden Beweis werden Differentialgleichungen der Art

Tv=f inint(M),
v=g auf OM,

auftauchen. Hierbei ist T ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung und f bzw.
g sind vorgeschriebene Abbildungen von der Finsler-Mannigfaltigkeit M in den R™. Wenn
wir von Losbarkeit dieser Differentialgleichungen, Regularitdt der Losungen v oder Ab-

schitzungen der Losungen v sprechen, meinen wir die Losbarkeit von

Tvj = (n;f) oXj_l in Gj,

v; = (njg) o Xj_l auf 0Gj,

firalle j = 1,..., k. Als ,globale* Losung setzen wir v = 2?21 nj(vjox; ). Regularitdtsaus-
sagen iiber v; und Abschétzungen fiir v; lassen sich somit sofort auf v tibertragen, soweit
die Regularitdt der Mannigfaltigkeit dies zulisst, d.h. die Regularitit der Kartenwechsel
dies zuldsst. Wir ziehen uns also mit Hilfe der Zerlegung der Eins immer auf eine lokale
Situation im Urbild zuriick.

Des Weiteren kéonnen wir uns im Folgenden auf Abbildungen beschrinken, die in den R"
statt nach N abbilden. Dies resultiert aus Lemma 2.7 und der Tatsache, dass wir Abbil-
dungen betrachten, die in einen reguldren Ball Bz, (Q) C N abbilden. Diesen kénnen wir an
Hand einer einzigen Normalkarte parametrisieren. Daraus folgt, dass wir auch das Bild al-
ler auftauchenden Abbildungen mit einer einzigen Karte lokalisieren kénnen. Insbesondere
erinnern wir hier an die sich an Lemma 2.7 anschlieRende Uberlegung, aus der folgt, dass
die hier betrachteten Abbildungen als Abbildungen in den R™ dem Betrage nach durch den
Radius L des reguldren Balles B (Q) beschrinkt sind. Zur Vollstandigkeit wiederholen wir

nun unser bereits in der Einleitung formuliertes Existenzresultat.

Satz 7.1 (Existenzsatz).

Seien (M, F) und (N, h) wie oben und ® € C%* (M, N) fiir ag € (0, 1) eine vorgeschriebene
Abbildung. Es gebe einen Punkt Q € N und eine Zahl L > 0, so dass ®(OM) C BL(Q), wobei
L < ﬁ gelte und B (Q) ein regulirer Ball sei. Dann existiert eine Zahl o € (0,1) und
eine harmonische Abbildung U € C**(M,N), so dass Ujgn = ®jon und U(M) C BL(Q).
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Wir werden sehen, dass die Zahl a genau der Holderexponent aus Satz 2.13 ist.

Beweis. Sei Ly € R, so dass
L=sup®<Ly< T

oM 2k’
und so dass Br,(Q) ebenfalls ein regularer Ball ist. Wir zitieren dazu [Kar|: “Jede kom-
pakte Teilmenge einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit N, die ihren Schnittort nicht trifft,
besitzt eine Umgebung, die ebenfalls punktfremd zu ihrem Schnittort ist*. Wir fixieren
eine Normalkarte von B, (Q) zentriert um Q und nennen die Darstellung von ® beziiglich

dieser Koordinaten g. Es folgt, dass Q die Koordinaten (0, ..., 0) besitzt.

Wir betrachten nun die Funktionalgleichung
u=0(u) +C, (7.1)

wobei ( = ((g) gegeben ist durch die eindeutige Losung des folgenden Systems von n

linearen Differentialgleichungen

Dp(A*P(2)DoC?) =0 in int(M), (7.2)
=g auf M fiiri=1,...,n.

Nach [GT, Thm. 6.14] ist die Losung ¢ eindeutig und es gilt ¢ € C*%(M, R™). Wir definieren
folgende Menge

By := {u € C*(M,R") : lullcoverny < Lob-
Wir bemerken, dass u € By eine Abbildung reprisentiert, die in den reguldren Ball
Br,(Q) C N abbildet. Wir definieren © nun als denjenigen Operator, der v € By auf
die Losung v = (v',...,v"™) von folgenden n linearen elliptischen Differentialgleichungen

zweiter Ordnung mit holderstetiger rechter Seite abbildet.
Dg(A?(2)Dor') = —T(u) A’ (2) Dou'Dgu? - in int(M), (7.3)
ol =0 auf OM, [ =1,...,n.

Nach [GT, Thm. 6.14] sind diese Differentialgleichungen eindeutig 16sbar und die Losung
v ist Element von C*%(M,R"). Die eindeutige Lésbarkeit impliziert die Wohldefiniertheit
von O. Bezeichnen wir mit f(u) := (f'(u),..., f"(u)) die rechte Seite von (7.3), so gilt
folgende Abschitzung aus der Schauder-Theorie:

[l c2.ovirny < ClLf (W)l coe v rn (7.4)

mit Konstante C' = C'(m, a, u, A\, M), wobei o der Holderexponent aus Satz 2.13 ist. Wir
definieren die in C?(M, R") offene und beschrinkte Menge A wie folgt:

A= {u S 02(M,Rn) : ||UHCZ(M7R7L) <X+ 1 und HUHCO(M,R”) < Lo},
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wobei K die Konstante aus der C*%a-priori Abschiitzung, Satz 2.13, darstellt. Offenbar
gilt A C By.

Wiéhlen wir nun eine Folge (um)meN aus der in C?(M, R")-beschrinkten Menge A, so
impliziert die Ungleichung (7.4), dass alle ©(u,,) = vy, gleichmifig in der C**-Norm ab-
geschitzt werden kénnen. Denn die gleichméfige Beschrianktheit der Folgenglieder u,, in
der C°-Norm impliziert die gleichmé#fige Beschrinktheit der stetigen Funktionen Féj ()
in der C°-Norm.

Damit gilt ©(A) C C**(M,R") und O(A) ist beziiglich der C*%(M, R")-Norm gleichmé-
fsig beschrankt. Weiter folgt aus der Holderstetigkeit der zweiten Ableitungen von v € O(A)
und der Abschitzung (7.4) die gleichgradige gleichméfige Stetigkeit von ©(.A) im Banach-
raum (C*(M,R™), || - lc2(vrn))- Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt nun, dass ©(A)
prikompakt in C2(M,R") ist. Da © ein nichtlinearer Operator ist, miissen wir noch die
Stetigkeit von © zeigen, um zu schliefen, dass © ein kompakter Operator ist. Sei dazu
ug € A und (uk)meN C A eine Folge mit ux — ug in C?(M,R") fiir & — oco. Auf Grund
der Linearitat des Differentialoperators in (7.3) und auf Grund der Abschéatzung (7.4) gilt

1©(ur) = ©(uo)llc2(vermy = llok = vollczvgrny < llve — vollc2e v rn)

< CllA|| o ez T (ur) Dau D, — T (o) Dot D co.o (v my -

Weiterhin gilt Doul, — Doufy in C1(M,R") fiir k — oo. Mit der in Kapitel 6 bemerkten
Differenzierbarkeit der Abbildungen Fi]() folgt Féj(uk) — Fﬁj(uo) in CO%%(M,R") fiir
k — o0o. Damit schlieffen wir

16 (k) = O(wo)llezrn) =2 O

Also ist gezeigt, dass © : A — C?(M,R") ein kompakter Operator ist. Nun soll die
Leray-Schauder-Abbildungsgrad-Theorie angewendet werden, um zu zeigen, dass die oben
genannte Operatorgleichung u = O(u)+( eine Lisung besitzt, also der Operator ©+( einen
Fixpunkt hat. Wir zeigen genauer, dass der Abbildungsgrad deg(1d — s© — t(,.A,0) = 1
ist fiir (¢,s) € [0,1] x [0,1]. Hierzu gehen wir in zwei Schritten vor, in denen jeweils die
Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades ausgenutzt werden soll, vgl. [De, Section 8.3
(D3)]

1. Schritt:

Wir betrachten die folgende Storung der Identitétsabbildung:

Fs:=1d - s0, s € [0,1].

F ist eine kompakte Stérung der Identitdt, denn sO ist eine Konvexkombination zweier
kompakter Operatoren, ndmlich von © und 0. Wir zeigen 0 ¢ (Id — s0)(d.A), um damit

die Konstanz von s — deg(Id — 50, A, 0) zu beweisen.



Kapitel 7. Existenzsatz 63

Nehmen wir das Gegenteil an, so existiert ein u € A mit 0 = Fy(u) = v — sO(u) fiir ein
s €[0,1], d.h.

u = sO(u).
Auf Grund von (7.3) erhalten wir
Ds(A“P(2) Do) = —sfﬁj(u)Aaﬁ(:c)DauiDguj in int(M), (7.5)
u=50(u)=sv=0 auf OM, [ =1,...,n.

Da u € 9A, gilt supy|u|l < Lo < ﬁ Unter Ausnutzung der Elliptizitit von A% und den

Vergleichssdtzen (2.12) zeigen wir jetzt, dass
Dg(A“P(2)Dqy|u)?) >0 auf M. (7.6)

Dazu betrachten wir die schwache Formulierung der Differentialgleichungen (7.5) und set-

zen un fiir n € C3°(M) und n > 0 als Testvektor ein

/ A% (2) Dol (Dguln + u' Dgn) dz = / sfi(u)uln d
M M

1 , ,
= —2/ Aaﬁ(x)Da\ulzDﬁndx:/ (A“P(2) Do’ Dgu’ — s f! (u)ul)n dzx
M M

> / (1—s) AP (2)Dyu' Dgu’ +sa,(|u])E(u))n dz
M

(2.11)
>0
> / san([u) B(u)n dz
M
> 0. (7.7)

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass ax(Ju|) > ax(Lo) > 0. Die Formel (7.6)
besagt, dass |u|? eine Sublésung des linearen elliptischen Operators Dg(A%’(z)D,) ist. Da
|u|?> = v'u’ € C%(int(M)) und u € C°(M, R™), folgt aus dem schwachen Maximumprinzip,
siehe z.B. [GT, Thm. 3.1], und den Nullrandwerten von u

sup |ul?> < sup |u|* = 0. (7.8)
M oM

Also gilt |u|? = 0 und damit folgt « = 0 auf M. Dann gilt jedoch auch lull c2vmny = 0
und [[ul[co(erny = 0, also u ¢ OA. Dies fithrt uns zu einem Widerspruch.

Also kann kein v € 0.4 mit v = sO(u) existieren.

Da deg(1d,A,0) = 1, vgl. z.B. [De, Section 8.3 (D1)], folgt nun mit der Konstanz von
s+ deg(Id — s0, A,0), dass deg(Id — ©,.4,0) = 1 ist.

2.5chritt:
Wir betrachten die kompakte Homotopie © 4 t{ und damit folgende kompakte Storung
der Identitat:

Id -0 —t.
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Wir zeigen durch Annahme des Gegenteils, dass 0 ¢ (Id — © — ¢()(0.A).
Angenommen es existiert ein u € A mit 0 = u — ©(u) — ¢t¢. Dann gilt per Definition von
O und ¢

Dy(A*P () Doul) = —T%;(u) A% (2) Dau' Dgu?  in int(M), (7.9)
u =tg auf OM,1 <1< n.

Auf Grund von (7.9) und supyc|u|l < Lo < ﬁ kénnen wir die gleiche Rechnung wie in
(7.7) mit s = 1 wiederholen. Also folgt, dass |u|? eine Sublésung des Differentialoperators
Dg(Aaﬁ(m)Da) ist. Nochmalige Anwendung des schwachen Maximumprinzips, siehe [GT,
Thm. 3.1], liefert uns

sup |u|? < sup Jul* = t*sup|g|* < L? < L3. (7.10)
M oM oM

Also ||ullco(agrny < Lo- Da u € 0A ist, muss folglich [|ul|c2(pern) = K + 1 gelten. Auch
dies wollen wir zum Widerspruch fiihren.

Abschéitzung (7.10) impliziert [[ufcopggn) < L. Demnach gilt die Kleinheitsbedingung
UM) C Br(Q) C N, wobei U durch u und die zu Beginn des Beweises fixierte Normalkar-
te von Br,,(Q) gegeben ist.

(7.9) impliziert U = t® auf OM und U harmonisch. Nun liefert die C?“-a-priori Abschiit-
zung, Satz 2.13, eine Konstante X, fir die gilt HuHCQ,a(M,Rn) < XK;. Aus Bemerkung 3.3
zu den Randabschétzungen erhalten wir K; < Ky = X fiir alle ¢ € [0, 1]. Insbesondere gilt
lullc2vgrny < K+ 1. Damit folgt u ¢ 0.A, was uns zu einem Widerspruch fiihrt.

Insofern existiert keine Losung u € A von 0 = (Id — 0O —t¢)(u) fur ¢ € [0, 1]. Eine nochma-
lige Anwendung der Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades und der im ersten Schritt
erhaltenen Tatsache, dass deg(Id—©, A,0) = 1 ist, ergibt deg(Id — (0 +(),.A,0) = 1. Nach
[De, Thm. 8.2] erhalten wir schlieklich die Existenz eines u € A mit u = ©(u) + ¢. Mithin
hat die Funktionalgleichung (7.1) eine Losung und durch Addition der Systeme (7.2) und
(7.3) erhalten wir eine Abbildung U € C%%(M,N), die harmonisch ist, die die vorgegebe-
ne Randbedingung U = & auf OM erfiillt und die in einen reguldren Ball abbildet, also
UM) C Br(Q). Letzteres folgt aus (7.10) mit ¢ = 1. Das ist die Behauptung. O
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